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Verlag von B, G. Teubner in Leipzig. 

©orbc^. Dr. e,, artt^metifd^e StufgaBen nebft Sel^rbud^ bcr 
Slrttl^metif, t)orjU9§toeife fiir l^o^ere Siirgerfd^ulen, JRcalfd^uIen, 
^Prog^tnnafien unb ^Prorealg^tnnaficn. SBierte Stuff age. [X u. 268 ©.] 
gr. 8. 1886. gc^ n. Ji 2.— 

Die gr&fiere Anfgabensainmlung desselben Yerfaggers hat bekanDtlich einen so aufier- 
ordentlichen Erfolg gehabt, dafi dieselbe in 15 Jahren 13 Auflagen eriebte nnd in fast 
125000 Exemplaren verbreitet ist. Auf Tielseitige Anregnng hat gich der Yerfasser ent- 
schlossen, eine sich niedrigere Ziele steckende nene Aufgabensammlung fiir Bealiohnlen, 
hdhere Bfirgerschulen, Gewerbegchulen, Progymnasien und BealproKymnaeiien herauszageben. 
Dieselbe ist uicht etwa ein Auszug aus der fraheren Sammlung, gondern enthalt nur g a n z 
neue A'ufgaben. Die 1. Auflage erschien 1881. 

aiefultate nebft Sfupfungcn unb Sommentar ju ben aritl^s 

metifd^en Slufgaben fiir 9iealfci^ulen II. D., ©etoerbefd^ulen unb 
l^ol^ere Siirgerfd^ulen. [124 ©.] gr. 8. gel^. n. ^ 1. — 

DieEesultate gind nicht durch den Buchhandel zn beziehen, sondern 
werden nur direkt von der YerlaggbnchhaDdlang gegen Eingendung von 
1 Jt {ya Briefmarken) an legitimiorte Lehrer geliefert. 

tttetl^obifd^ georbnetc Slufgabenfammlung, mel^r aU 

8000 Sufgaben entl^dtenb, iiber aHe Xetle ber eietttentar::3lrit§mettf, 
t)orjug§tr>etfe fiir ©timnafien, SSealgtimnafien unb Dberredfd^ulcn. S)rei= 
jel^nte Stuflage [XIV u. 330 ©.] gr. 8. 1886. gel^. jT 2.70. 

„Jedenfalls darf es als kein gerinpes Lob bezeicbnet werdeo, wen n man gagen mufi, 

dafi Bardey seine Yorg&nger in wesentliohen StUcken iibertroffen hat. 

Noch mehr fagt mdchte aber Gewicht zu legen sein auf die Einleitungen der eiczelnen 
Kapitel, welohe in den StolT einznfahren oder doch durch Fragen an ihn zu erinnera be- 
gtimmt sind. Diese einleiteuden Bemerkungen machen ein,Lehrbach ganz 
unnotig, gobald cur der Lehrer eg vergteht, den Schtiler wirklich anregend zu erfasgen. 
Igt dooh gerade fdr diege Zweige der Schulmathematik, wo die tTbung go ausschliefilich 
in dea Vordergrund tritt, ein eigentlicheg Lehrbuoh dem Unterricht fast im "Wege. In der 
vorliegenden Form wird, nachdem der Gegengtand wabrend des Unterrichts gehorig be- 
sprochen ist, alles hinlslnglich dem Gediiohtnis zuriickgerufen , und der Schuler findet 
cugleich an der Spitze des Abschnittg, dem er viele Aufgaben zu entnehmen hat, einen 
Batfieber fiir etwaige Yerlegenheiteu , der gerade go viel oder so wenig eagt, alg wilnscheng- 
wert igt. Es wiirde zu weit filhren , hier im einzelnen Wohlgelungeneg zu erwfthnen u. s. w. 

— Die Theorie der Gleichungen deg 3. und 4. Gradeg igt hier gehr htlbgch und 

elegant vorgetragen, und die auf S. 284 dargegtellte Methode zur LQgung der 
biquadratigchen Gleichungen wird auch dem Lehrer zum Teil neu und 
immer erfreulich gexn. Die Bekanntgchaft mit den hnhdren Digziplinen igt hier gerade 
go verwertet, wie eg fiir ein Sohulbuch wtingohengwert ist." Profeggor Dr. Clebgch. 

SRefuItate ju ber Slufgabenfammlung iiber aHc %t\lt ber 

(SlcmentarsSlrttl^mettl. gr. 8. [121 ©.] ge)^. n. .Jf 1. — 

Die Begultate gind nicht duroh den Buchhandel zu beziehen, gondern 
werden nur direkt von der Yerlaggbnchhandlung gegen Einsendung von 
1 M (in Briefmarken) an legitimierte Lehrer geliefert. 

quadratische Gleicljungen mit den Losungen fiir die 



oberen Klassen der Gymnasien und Eealschulen. [HE u. 86 S.] 
gr. 8. Zweite Auflage. 1886. geh. n. jH 1.60. 

Die in diegem Heftchen enthaltenen 500 quadratigchen Gleichungen bilden einen 
Augzug aug den ,,£ilgebraigchen Gleichungen** deggelben Yerfaggerg und gind begtimmt, den 
Schtllem in die Hand gegeben zu werden , damit gie gich auch gelbgtSndig in der Behand- 
lung golcher Aufgaben flben kOnnen, nnd die Begultate gind beigeftigt, damit gie sich nicht 
mit einem unrichtigen Begultate zu begntlgen brauchen. Da die Aufgaben nur ftlr die 
oberen Klaggen begtimmt gind, go kann die Kontrolle fiir den Lehrer keine Schwierigkeit 
haben. Bel den gchwierigeren Gleichungen ist auf jeneg grOfiere Buch verwiegen, damit 
man dort nOtigenfallg die Methoden nachgehen kann, welche auf die einfaohgte und kiirzegte 
Weige zum Begultate fahren. 



« 



'.•V— 



SI 



r 

f. 



h ■ 
f . 
t • 

r; 



Bardey, Dr. E., algebraische Grieichungen tmd die Methoden 
zu ilirer AuflCsting. Dritte, revidirte und abermals stark vennehrte 
k: Auflage. [XIII u. 378 SJ gr. 8. 1883. geh. n. JT 6.80. 

^ Brookmann F. J., LeBrer der Mathematik und Phjsik am konigl. 

^; Gymnasium zu Cleve, Lehrbuch der ebenen und sphSirischen 

|- '. Trigone me trie. Fiir Grymnasien und Eealschulen bearbeitet. 

[Mit 46 Holzschnitten im Text.] Zweite Auflage. [VIII u. 156 S.] 
gr. 8. 1880. geh. n. Jf 1.60. 
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J . Fuhrmann, W., Oberlehrer am Eealgymnasium auf der Burg in 

KOnigsberg, O.-Pr., Wegweiser in der Arithmetik, Algebra 
und niedern Analysis, bestehend in einer geordneten Samm- 
lirng Yon Begriffen, Formeln und Lehrs&tzen in diesen Disziplinen. 
[63 S.] gr. 8. 1836. kart. JT 1. — 

' Wie in alien anderen Wissenschaften , so hat sich auoh in der Mathematik der Stoff 

Behr bedeatend gehfiuft, so dafi selten ein Faohmann das ganze Oebiet beherrscht; ja die 
einzelnen Zweige dieser Wissenschaft habeu sich in derselben Weise ausgedehnt. Yon 
dieien Zweigen ist in neaerer Zeit besonders das Gebiet der hOheren Algebra and der 

/ hOheren Analysis gefdrdert worden ; dabei konnte es nicht fehlen, dafi auch der elementare 

Teil des betre£fenden Gebietes, also die Algebra und die niedere Analysis beeinflnfit wurde. 
Der Begriff des Elementaren hat dadnrch einen anderen, mehr gehobenen Gharakter ge- 
-wonnen. Die preufiitche Sohnlverwaltung hat nun in den neuen LehrplSnen der hOheren 
Schulen in Bertlcksichtigung der pftdagogisohen Interessen den zu bewftltigenden Stoff 
aenau fixiert, was sich dorchaus rechtfertigen iSfit; doch kaun die Zerlegung des ganzen 
Gebietes der Algebra und Analysis nach demselben Gesichtspunkte nicht geachehen, da hier 

;. andere mafigebend sind. Wissenschaftliche wie p&dagogiscbe Interessen rechtfertigen es 

wohl, die wichtigsten Begriffe und S&tze des elementaren Teils festzustelleu ; dies ist hier 

> * ' auf Grund hervorragender Lehrbtlcher versucht worden , wobei jedoch einigen Forderungen 

der Neuzeit Bechnung getragen werden niufite. Es war dabei nicht mOglioh, zu vermeiden, 
dafi einiges aufgenommen wurde, was vielleioht mehr in das Gebiet- der hOheren Algebra 
und Analysis gerechnet wird. Indessen wird es schwer sein, die Grenze ganz scharf zu 

rt. Ziehen. Diese Fesstellung ist eine der Aufgaben dieser Sammlung, aber nicht die einzige. 

Der Schaler, welcber in die Wissenschaft eingefdhrt wird, erkennt nicht gleich die 
Bedeutung der Satze; die Erkenntnis erfolgt vielmehr allmahlich; sie wird angebahnt durch 
die Ldsung von Aufgaben. Die LOsung kann nur erfolgen durch Anwendung ron Sfttzen. 
Die zu finden, welche der SohUler braucht, dazu soil diese Sammlung demselben die MOg- 
lichkeit bicten. Sie enth&lt nicht nur das, was der Schtiler absolut wissen mufi, sondern 
etwasmehr. Ein Teil der Sammlung enthalt Formeln , welche zur LOsung von Auf gaben utltzo 
lich sind, ohne dafi man vom Schfller verlangen kann, dafi er sie auswendig weifi. Wegen 
der besonders eleganten Form werden sich einige dem Schttler einprHgen, ohne dafi er 
dieserhalb Anstrengungen machen darf. Gesohieht dies nicht, so steht ihm das Mach- 
schlagen offeo. Dadurch kanh das gedftchtnismftfiige Erlernen von S&tzen und Formeln 
auf ein Minimum reduziert werden, wodurch die Yerstandesbildung mehr Spielraum ent- 
hftlt^.was far die Mathematik besonders wichtig ist. 

. . ■ \ i>ie Sammlung enth&lt selbst keine LOsung von Aufgaben, wofdr es Werke genug 

giebt, soil aber desbalb den Schtiler desto mehr bei der Ldsung von Aufgaben, z. B. auch 
bei der Anfertigung von Prafungsaufgaben zur Hand sein. 

Dafi sie endlich zum Nachschlagen fdr andere Zwecke dienen kann, sei noch 
nebenbei erw&hnt. 
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Vorwort znr dritten und vierten Auflage. 



beit dem Erscheinen der zweiten Auflage bin ich von so 
vielen Seiten her mit brieflichen Bemerkungen fiber das vor- 
liegende Werkchen erfreut worden, dass es mir nicht moglich 
war^ jedem Einzelnen zu antworten; icb spreche daher an dieser 
Stelle im allgemeinen meinen Dank filr alle jene Zuschriften 
aus. Soweit es ohne grossere Umgestaltung moglich war, habe 
ich die erwahnten Notizen benutzt, namentlich da, wo es sich 
um genauere Ausdrucksweise oder bessere Anordnung handelte; 
zur Mitgabe von Ubungsaufgaben, Exkursen u. dergl. konnte 
ich mich dagegen nicht entschliessen, weil hierdurch das Buch 
seinen Charakter, nur das Noiwendige und dieses ausfUhrlich 
zu geben, verloren haben wiirde. Zufolge dieses Prinzips ist 
auch die trigonometrische Auf losung der kubischen Gleichungen, 
als nicht notwendig zur Trigonometrie gehorig, weggelassen 
und dafflr die direkte Berechnung der trigonometrischen Punk- 
tionen (d. h. die Entwickelung der Reihen fQr sin v und cos v) 
im Anhange zur Trigonometrie gezeigt worden. Dies halte ich 
nicht gerade ftir einen tiberfliissigen Luxus, denn einerseits liegt 
darin die tiefere Auffassung eines unzweifelhaft in die Geo- 
metrie gehorenden Problemes, andererseits braucht man die 
Anfange jener Reihen bei den spateren Untersuchungen iiber 
spharische Dreiecke von geringer Krummung, sowie bei ver- 
schiedenen Aufgaben des praktischen Zeichnens, wo von ein 
Beispiel mitgeteilt worden ist. 

384261 



IV Vorwort. 

Fiir den^chulgebrauch des Buches wiederhole ich die Be- 
merkungy dass man beim ersten Unterrichte wohl thun wird, 
die etwas schwereren Paragraphen 14 und 15 einstweilen zn 
iiberschlagen und durch eine, wenn aach weniger strenge^ doch 
fasslichere Erorterung fiber die Ausmessung gerader Linien zu 
ersetzen. Ebenso sind die Anhange (S. 159 und 238) nur fiir 
geiibtere Leser bestimmt. 

Dresden, am 1. September 1868. 

Schlomiloh. 



Vorwort zur seclisteii und siebenten Anflage. 



Da mir bei der vorliegenden neuen Auflage keine Ver- 
anlassung zu durchgreifenden Anderungen gegeben war, so habe 
ich mich auf kleine Verbesserungen beschrankt, welche mei- 
stens den sprachlichen Ausdruck betreffen. Die Erscheinungs- 
form des Buches ist dahin abgeandert worden, dass dasselbe 
nunmehr aus vier Heften besteht, namlich 1. Planimetrie, 
2. ebene Trigonometric, 3. Stereometric, 4 spharische Trigono- 
metric und deskriptive Geometric. Fiir den Schulgcbrauch 
diirfte diese Trennung insofern von Vortcil sein, als sic die 
Reihenfolge der cbenen Trigonometric und Stereometrie dem 
Ermessen des Lehrers uberlasst. 

Dresden, im Mai 1888. 

Schlomilch. 
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EinleituDg. 



Die Vorstellung eines nach alien Seiten hin unbegrenzten 
Baumes bildet die Grundlage aller Untersuchungen, mit denen 
sich die Geometrie beschaftigt. Vorausgesetzt wird hierbei, 
dass man die Grundeigenschaften des Baumes kenne; diese sind: 

1. Ausdehnung nach den drei verschiedenen Bichtungen der 
Lange, der Breite und der Hohe (Dicke oder Tiefe), welche 
man die drei Dimensionen des Baumes zu nennen pflegt; 

2. Unendlichkeit^ sodass also die Moglichkeit raumlicher 
Gegenstande nirgends aufhort; 3. Stetigkeit (Kontinuitat), 
derzufolge an keiner Stelle eine Unterbrechung des Baumes 
Yorhanden ist; endlich 4. Gleichartigkeit aller Teile des 
Baumes ; vermoge welcher verscbiedene Baume als Teile eines 
und desselben unendlichen Baumes angesehen werden konnen. 

Denkt man sicb aus dem unendlichen Baume ein nach alien 
Seiten hin begrenztes Stuck desselben ausgesondert, so erhalt 
man einen geometrischen Ebrper^ die inhaltlose Form eines 
physischen Korpers; die Grenzen jenes Korpers heissenFlachen, 
die Grenzen der Flachen sind die Linien, die Grenzen der 
Linien endlich sind die Punkte. Der Korper besitzt, wie der 
Baum selbst, drei Dimensionen^ die Flache dagegen nur zwei 
derselben: Lange und Breite, wahrend ihr die Dicke fehlt; die 
Linie hat nur eine einzige Dimension: die Lange; der Punkt 
endlich gar keine, er ist vollig ausdehnungslos und dient nur, 
um eine Stelle im Baume zu bezeichnen, ohne selbst irgend 
einen Teil des Baumes zu umfassen. 

An die Erklarungen, welche wir soeben von den verschie- 
denen raumlichen Gestalten (Korper, Flache, Linie, Punkt) ge- 

SchlOmiloh, Geom. d. Mafies I. 7. Aafl. 1 



2 Einleitung. 

geben haben^ kntipft sich sogleich eine Folgerung^ wenn man 
sich erinnert, dass die Grenze eines Gegenstandes nicht ein Teil 
desselben ist^ sondern im Gegenteil angiebt^ wo jener Gegen- 
stand sein Ende findet; es folgt namlich aus dieser Bemerkung, 
dass kein Teil eines Korpers eine Flache, kein Teil einer Placbe 
eine Linie nnd kein Teil einer Linie ein Punkt sein kann^ dass 
sich also auch umgekehrt aus Punkten keine Linie^ aus Linien 
keine Plache und aus Flacben kein Eorper zusammensetzen 
lasst. WoM aber kann durch stetigeBewegung eines Punktes 
eine Linie beschrieben oder konstruiert werden, indem man 
die Linie gewissermassen als die Spur ansieht; welche ein fort- 
rtickender Punkt hinter sich zuriicklasst; ebenso entsteht durch 
stetige Bewegung der Linie eine Flache und durch stetige Be- 
wegung der Flache ein Korper. 

Die genannte Entstehungsweise der geometrischen Gestalten 
fiihrt von selbst auf einige der wichtigsten Grundbegriffe der 
Geometric. Soil namlich ein Punkt sich stetig fortbewegen, um 
eine Linie zu beschreiben, so muss er die Stelle des Raumes^ 
an welcher er sich befindet, verlassen und sich nach einer an- 
deren Gegend des Raumes begeben^ d. h. er muss in irgend 
einer Richtung weiter gehen. Hierbei konnen nun zwei Falle 
eintreten; entweder namlich behalt der Punkt bei seiner Be- 
wegung die einmal eingeschlagene Richtung fortwahrend bei 
oder nicht, wodurch naturlich verschiedene Linien entstehen. 
Im ersten Falle nennt man die beschriebene Linie eine gerade 
Linie oder kurzweg Gerade, und kann daher sagen: die ge- 
rade Linie ist diejenige, welche durchaus nach einer 
und derselben Richtung verlauft; da ferner wegen der 
unendlichen Ausdehnung des Raumes jenem Verlaufe nirgends 
ein Hindemis entgegensteht, so kann jede Gerade als un- 
begrenzt gedacht werden. Wenn dagegen die Bewegung des 
stetig fortrtickenden Punktes nicht in einer und derselben Rich- 
tung vor sich geht, so ist zu unterscheiden, ob die Linie ihre 
Richtung sprungweis, oder stetig, oder bald sprungweis und 
bald stetig andert, und dann treten folgende Benennungen ein: 
eine Linie heisst eine gebrochene, wenn sie sprung- 
weis ihre Richtung andert, also aus Teilen besteht, welche 
far sich betrachtet, gerade sind; sie heisst eine krumme Linie, 
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wenn sie fortwahrend ihre Bichtung andert, mithin kein 
Teil Yon ihr gerade ist; sie heisst . endlich eine gemischte^ 
wenn sie ihre Bichtung bald sprungweis; bald stetig 
andert; d. h. aus geraden und krummen Linien zusammen- 
gesetzt ist. 

Lasst man weiter die Gerade sich stetig fortbewegen^ so 
entsteht eine Flache^ auf welcher sich stellenweis nach bestimm- 
ten Bichtungen gerade Linien ziehen lassen; eine solche Flache 
nennt man eine Begelflache. Die wichtigste unter diesen 
Flachen ist die ebene Flache oder Ebene; sie entsteht^ wenn 
eine Gerade sich so bewegt^ dass sie immer durch einen fasten 
Punkt geht und zugleich an einer gegebenen Geraden hingleitet. 
Legt man durch irgend zwei Punkte einer solchen Flache eine 
Gerade^ so gilt yon dieser der Grundsatz^ dass sie ihrer ganzen 
Ausdehnung nach in die Ebene fallt; auf einer Ebene kbnnen 
daher nach alien Bichtungen Gerade gezogen werden. 
Jede Flache; welche diese Eigenschaft nicht besitzt^ wird als 
eine krumme Flache bezeichnet. Besteht die Flache aus 
Teilen^ welche^ ftir sich betrachtet^ Ebenen sind, so kann man 
sie eine gebrochene Flache nennen; eine gemischte Flache 
endlich ware eine solche ^ die aus ebenen und krummen Flachen 
zusammengesetzt ist. 

Nachdem wir uns mit den yerschiedenen raumlichen Ge- 
stalteU; welche den Gegenstand der Geometric bilden^ im all- 
gemeinen bekannt gemacht haben, liegt es uns ob^ genauer auf 
die Betrachtung der einzelnen Arten jener Gestalten einzugehen^ 
um ihre etwaigen Eigenschaften zu erforschen. Dies gabe eigent- 
lich yier yerschiedene Abteilungen: die Lehre yon den Punkten, 
yon den Linien, yon den Flachen und yon den K5rpem. Nun 
bietet aber der Punkt so wenig Stoff zu einer wissenschaftlichen 
Untersuchung dar (wir haben in der That schon alles gesagt, 
was sich uberhaupt yon ihm sagen lasst), dass diese Abteilung 
sehr dtlrftig ausf alien wUrde, ausserdem setzt auch die Auf- 
stellung mehrerer Punkte imd ebenso die mehrerer Linien schon 
die yerschiedenen Dimensionen des Baumes (also die Lehre yon 
den Eorpem) so notwendig yoraus, dass man sich zu einer 
Abanderung jener Einteilung genotigt gesehen hat und die 

Geometric in nur zwei Hauptteile zerspaltet. Der erste yon 

1* 
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ibneii; die Geometric der Ebene oder Planimetrie, be- 
scbaffcigt sich mit denjenigen Baumgestalteii; welcbe in einer 
Ebene Platz finden, der zweite dagegen, die Geometrie des 
Raumes oder Stereometric, betracbtet solcbe raumlicbe Ge- 
stalten, welcbe alle drei Dimensionen des Raumes voraussetzen, 
also nicbt in einer Ebene konstruiert werden k5nnen. 



Geometrie der Ebeiie. 



I 



Die geradlinigen Gebilde. 



Kap. I. 

Die Entstehung der geradlinigen Gebilde. 

§ 1. 

Eine Gerade. 

Die Eigenschaften der geraden Linie sind fast samtlich so 
urspriingliche und einfache^ dass sich yon denselben kein Be- 
weis^ sondem nur ein Nachweis geben lasst^ indem man zeigt^ 
wie unzertrennlich dieselben mit der Vorstellung der Geraden 
zusammenhangen. 

a) Das einzige Merkmal,^ welches wir an einer unbegrenzten 
Geraden wahmebmen^ ist ihre Richtung. Gleichwohl reicht die 
Eenntnis dieser Richtung nicht hin^ um die Gerade selbst so 
unzweifelhaffc zu bestimmen^ dass man sie von jeder anderen 
Geraden sogleich unterscheiden wiirde. Es kann namlich mehrere 
Gerade geben^ welche dieselbe Richtung besitzen^ ohne deshalb 
mit jener vollig einerlei zu sein; man erhalt in der That solche 
Gerade ; wenn man yon yerschiedenen Punkten des Raumes aus 
jedesmal nach einer und derselben Richtung fortgeht. Ist da- 
gegen ausser der Richtung der Geraden noch der Punkt be- 
kannty yon welchem sie aus- oder durch welchen sie hindurch- 
geht^ so kann kein Zweifel mehr tiber die Lage der Geraden 
sein^ d. h.: Eine Gerade ist ihrer Lage nach bestimmt^ 
sobald ein Punkt in ihr und ihre Richtung gegeben 
sind. Hieraus folgt unmittelbar^ dass alle Gera9en, welche 
nach einer und derselben Richtung durch einen und denselben 
Punkt gehen^ yoUig ineinander fallen oder^ wie man zu sagen 
pflegt, sich decken. 
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b) Nehmen wir statt eines Punktes zwei Pankte A und B 

in einer geraden Linie an^ so sondert sich aus der imbegrenzten 

j,,^ J Geraden ein begrenztes Sttick, eine so- 

, , genannte Strecke, aus, die Gerade zwischen 

A und By von welcher jene Punkte die 
Endpunkte sind. G^ber diese begrenzte Gerade gelten folgende 
Grundsatze, erstens: zwischen zwei gegebenen Punkten 
ist nur eine einzige Gerade moglich (wohl aber beliebig 
yiele krumme Linien), und zweitens: yon alien Linien zwi- 
schen zwei Punkten ist die gerade Linie die kfirzeste. 
Man nennt daher auch die gerade Linie zwischen zwei Punkten 
den Abstand oder die Entfernung der beiden Punkte von 
einander und bezeichnet eine Gerade dadurch, dass man die an 
ihre Endpunkte gesetzten Buchstaben in der Rede wie in der 
Schrift unmittelbar auf einander folgen lasst; die Gerade zwischen 
den Punkten A und B kann hiemach sowohl mit AB als mit 
BA bezeichnet werden. Denkt man sich dieselbe Gerade durch 
einen beweglichen Punkt beschrieben, so hat man zu unter- 
scheiden, ob dieser Punkt von A nach B oder umgekehrt von 
B nach A fortgertlckt ist; im ersten Falle schreibt man AB, 
im zweiten BA, man unterscheidet also, wenn es notig ist, den 
sogen. Sinn, in welchem jene Strecke durchlaufen wird. 

c) Yon den beiden Merkmalen einer begrenzten geraden 
Linie (Bichtung imd Lange) ist jedes einer Veranderung ^hig. 
Geht die Gerade, welche von einem gegebenen Punkte auslauft, 
in eine andere Bichtung fiber, ohne jedoch ihren Anfangspunkt 
zu verlassen, so sagt man, sie habe sich um ihren Anfangs- 
punkt gedreht; Drehung ist demnach Veranderung der 
Bichtung. Behalt die gerade Linie bei dieser Bewegung auch 
noch ihre Lange bei, so beschreibt ihr Endpunkt eine Linie, 
welche die Eigenschaft besitzt, dass jeder ihrer Punkte von 
dem festen Anfangspunkte der Geraden gleich weit, und zwar 
um die Lange der unveranderlichen Geraden, entfemt liegt; die 
so entstehende Linie heisst ein Kreis, der feste Punkt: sein 
Mittelpunkt oder Centrum, und die imveranderliche Gerade: 
sein Halbmesser oder Badius. 

d) Andert zweitens die Gerade ihre Grosse, sotritt eine 
Verlangerung oder Verktirzung derselben ein; so kann die Ge- 
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rade AB bo weit verlangert werden, dass sie die neue Grosse 
AG erhalt^ also um die Strecke BC zugenommen hat. Man 
nennt dann AC die Summe von AB und BGy in Zeichen: 
AC = AB + BCy und umgekehrt AB die Differenz zwischen 
AC und BCj d. i. AB ^ AC -- BC. Geschielit die Zunahme so, 
dass die Gerade um ihre eigene Grosse mehrmals nacheinander 
verlangert wird, so vervielfacht man die Gerade; wenn z. B. 
AB « BC ^ CD u. s. w. ist, hat man _. . 

' Pig. s. 

AC'^2AB, AD^SAB \x.8.l Um- . , , , , ^ . 

gekehrt muss es auch moglich sein, eine 

gegebene Gerade in eine vorgeschriebene Anzahl gleicher Teile 
zu teilen; deim gesetzt, der w*® Teil einer gegebenen Ge- 
raden ware nicht angebbar, so wiirde auch das Doppelte, Drei- 
fache, Vierfache u. s. w. dieses n*®"^ Teiles nicht anzugeben sein. 
Unter diesen aufeinander folgenden Vielfachen kommt aber 
auch das nfache jenes n*®"^ Teiles vor und mithin ware das 
nfache vom n*®*^ Teil einer Geraden, d. h. die Gerade selber, 
nicht angebbar, was der Voraussetzung widerspricht, dass die 
Gerade gegeben vorliegt. — Fassen wir das Bisherige zusammen, 
so diirfen wir sagen: Es ist jederzeit moglich, Gerade 
von gegebenen Langen zu addieren, zu subtrahieren, 
zu vervielfachen und zu teilen. 

§2. 

Zwei Gerade. 

Da sich an einer begrenzten Geraden die beiden Merkmale 
Richtimg und Lange unterscheiden lassen, so kann man zwei 
Gerade auf doppelte Weise miteinander vergleichen, indem man 
entweder ihre Richtungen oder, im Fall beide begrenzt sind, ihre 
Langen ins Auge fasst, Hier soil nur die erste dieser Vergleich- 
ungen vorgenommen werden, die zweite dagegen liberlassen wir 
dem spateren Kapitel von der Ausmessung geradliniger Gebilde. 
HinsichtKch der Richtungen zweier Geraden sind nun zwei Falle 
moglich; entweder namlich haben beide Gerade eine und die- 
selbe Richtung, oder sie laufen nach verschiedenen Richtungen. 

I. Zwei gerade Linien, welche gleiche Richtung besitzen, 
ohne ineinander zu fallen, wie z. B. AB und A*B\ heissen 
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Parallelen^ was durch AB\\A!B^ bezeichnet wird. Man be- 

merkt leicht^ dass zwei solche Gerade immer nebeneinander 

Fig. 8. herlaufen und niemals zusammentreffen^ 

P_X^ wie weit man sie auch Terlangem moge. 

Denn gesetzt^ sie kamen in dem Punkte O 



> 



A B zusammen^ so batten wir zwei Gerade, 

welcbe durcb einen und denselben Punkt gingen und zufolge 
der Yoraussetzung einerlei Bicbtung besassen; dergleichen Ge- 
rade fallen aber nacb § 1, 6) voUig ineinander, und das wider- 
spricbt der Yoraussetzung; mitbin konnen die Geraden AB und 
A!B^ nicbt zugleicb durcb den Punkt geben^ d. b. Parallelen 
treffen nie zusammen, wie weit man sie aucb ver- 
langern moge. 

Eennt man von zwei parallelen Geraden die eine^ von der 
anderen aber nur einen Punkt, ware also z. B. die Gerade AB 
gegeben und ausser ibr der Punkt P, so ist die Lage der 
zweiten Parallele A^B^ voUkommen bestimmt; denn einerseits 
weiss man, dass sie durcb einen gegebenen Punkt P geben soil, 
andererseits kennt man ibre Bicbtung, weil die letzter^ mit 
der Bicbtung der ersten Geraden AB iibereinstimmen soil, 
und folglicb bat man nacb § 1, h) den Satz: Zu einer ge- 
gebenen Geraden lasst sicb durcb einen ausser ibr 
liegenden Punkt jederzeit eine, aber aucb nur eine 
Parallele zieben. 

II. Weit mannigfaltiger ist der zweite Fall, wenn die 
beiden Geraden verscbiedene Bicbtungen (in einer Ebene) be- 
sitzen. Hier stellen wir den Grundsatz auf: Gerade von ver- 
scbiedenen Bicbtungen in einer Ebene miissen, bin- 
reicbend verlangert, notwendig zusammentreffen; sie 
baben dann einen, aber aucb nur einen, Punkt mit 
einander gemein.* 



* In den beiden oben ausgesprochenen S&tzen: 

1. Gerade von gleicher Bicbtung treffen nicbt zusammen, 

2. Gerade von verscbiedenen Ricbtongen treffen immer zasammen, 

ist angenommen, dass man die Gleicbbeit oder Ungleicbbeit der Bicbtungen 
von Hause aus (a priori) kenne, und man entscbeidet daraus das Zusammen- 
treffen oder Nicbtzusammentreffen der Geraden. Ebenso leicbt kann auch 
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Sind nun die Geraden wirklich soweit verlangert^ dass sie 
in einem Punkte zusammentreffen, wie z. B. AB und CD in 0, 
so entsteht an diesem Punkte ein neues 
geometrisches Gebild: der Winkel. Dieser 
zeigt an^ um wieyiel die Bichtungen der 
Geraden AB und CD voneinander ab- 
weichen; ein Winkel bestimmt also 
den Unterschied zwischen den Bich- 
tungen zweier Geraden, welcbe in einem Punkte zusammen- 
treffen oder von letzterem ausgehen. Die Geraden, yon welchen 
der Winkel gebildet wird, heissen seine Scbenkel, und der 
Punkt, in welchem sie zusammentreffen, der Scheitel oder 
die Spitz e des Winkels. Bezeichnet wird ein Winkel entweder, 
wenn keine Verwechselung moglich ist, durch einen einzigen 
an seinen Scheitel gesetzten Buchstaben 0, oder durch einen 
kleinen zwischen den Schenkeln angebrachten Buchstaben a, 
oder durch drei Buchstaben, yon denen zwei an den Schenkeln 
und einer an dem Scheitel stehen; jedoch ist hierbei die Begel 
festzuhalten, dass der Scheitelbuchstabe jederzeit den mittelsten 
Platz erhalten muss, also AOC oder CO A, oder BOD oder 
DOB. Statt des Wortes „ Winkel" pflegt man gewohnlich das 
einfache Zeichen L zu setzen. 

Man kann sich die Entstehimg des Winkels noch auf eine 
andere Weise denken, welche zwar yon der yorigen nicht yer- 
schieden ist, aber die Einsicht in die Natur des Winkels er- 
leichtert. Lassen wir namlich eine Gerade OA sich um ihren 
Anfangspunkt drehen bis sie in die Lage OC gelangt ist, so 
entsteht ebenfalls der Winkel AOC] man kann daher sagen: der 



umgekehrt yerfahren werden, indem man yon dem Zusammentreffen oder 
NicbtzasammeDtreffen der Geraden auf die Gleichheit oder Ungleichheit 
ihrer Richtungen zurilckscbliesst; n3>mlich: 

3. Zwei nicht zusammentrefiPende Gerade haben gleiche Richtung, 
denn wenn sie yerschiedene Richtungen einschlilgen, so miissten sie nach 
Nr. 2 zusammentreffen, was gegen die Voraussetzung ist; 

4. Zwei zusammentreffende Gerade haben yerschiedene Richtungen, 
denn h&tten sie gleiche Richtungen , so tr&fen sie nach Nr. 1 nicht zu- 
sammen, was der Voraussetzung widerspricht. 
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Winkel AOG ist bestimmt durch die Grosse der Dreh- 
ung, welche erfordert wird^ um die Gerade OA in die Lage OC 
zu bringen. Zu demselben Winkel wtlrde man auch gelangt 
sein, wenn man umgekebrt von der Geraden OG ansgegangen 
ware und diese in die Lage yon OA zurUckgedreht hatte; 
gleiehwohl ist aber ein kleiner Unterscbied zwiscben diesen 
beiden Drebungen; beide haben zwar dieselbe Gr5sse^ aber im 
ersten Falle geht die Drebmig recbts berum; in zweiten Falle 
links berum; man muss daber bei einer Drebmig ausser der 
Grosse nocb den sogen. Sinn unterscbeiden^ in welcbem die 
Dreb^ng vor sicb gegangen ist. Im ersten Falle bezeicbnet 
man den Winkel a mit L ^OG, im zweiten mit L GO A, 

Es ist nun leicbt einzuseben, dass zwei Winkel^ welcbe 
durcb gleicb grosse Drebungen in demselben Sinne ent- 
standen sind^ yoUig gleicb sein mtlssen, wie denn iiberbaupt 
zwei Objekte, die in alien ibren Merkmalen tLbereinstimmen, 
gar nicbt voneiuander unterscbieden werden konnen. Dagegen 
ist ein Winkel grosser als der andere, wenn er dtircb eine 
grossere Drebung in demselben Sinne bervorgebracbt wurde. 
Pi^. 4. Denken wir uns z. B. die Gerade OA ge- 

drebt; bis sie in die Bicbtung OG kommt, 
und darauf die Drebung in derselben Ricb- 
tung fortgesetzt bis zur Lage OE, so 
ist der Winkel AOE grosser, und zwar 
um den Winkel GOE grosser, als der 
urspriinglicbe Winkel AOG] wir nennen dann den Winkel 
AOE die Summe der Winkel AOG und GOE^ in Zeicben: 
LAOE^ L AOG + L GOE, und umgekebrt den Winkel AOG 
die Differenz zvriscben den Winkeln AOE und GOE, d. b. 
LAOG=-LAOE — LGOE, Lasst man in demselben Sinne 
mebrere Drebungen aufeinander folgen, welcbe samtlicb von 
gleicber Grosse sind, so entsteben der Reibe nacb Winkel, 
welcbe das Doppelte, Dreifacbe, Vierfache u. s. w. des ursprilng- 
licben Winkels ausmacben, und man kann daber einen Winkel 
beliebig vervielfacben. Umgekebrt wird man sicb durcb ganz 
abnlicbe Scbliisse wie in § 1, c) sebr leicbt tiberzeugen, dass 
es jederzeit moglicb ist, einen gegebenen Winkel in eine vor- 
gescbriebene Anzabl gleicber Teile zu teilen. Nacb diesen Er- 
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orterungen diirfen wir sagen: Es ist jederzeit moglich^ 
gegebene Winkel zu addieren, zu subtrahieren, zu ver- 
yielfachen und zu teilen. 

a) Arten der Winkel. Denkt man sich die Drehung 
der Geraden OA soweit fortgesetzt, bis sie in die der ursprung- 
lichen Lage gerade entgegengesetzte Lage 
OB kommty so entsteht derjenige Winkel, 
welchen man den gestreckten Winkel 

nennt, und man kann daher die Erklarung -. .^^^^ ^ 

aufstellen: der gestreckte Winkel ist der- 
jenige, dessen Schenkel in einer geraden 
Linie einander entgegengesetzt liegen. Da der gestreckte Winkel 
zu seiner Entstehung nicht eine beliebige, sondern eine ganz 
bestimmte Drehung erfordert, welche sich stets gleich bleibt 
(es ist immer die Drehung aus einer Lage in die entgegen- 
gesetzte), so folgt auf der Stelle, dass der gestreckte Winkel 
der einzige seiner Art ist, dass mithin alle gestreckten Winkel 
einander gleich sind. Die Halfte des gestreckten Winkels, nam- 
lich LAOM, heisst der rechte Winkel, welcher ebenfalls der ein- 
zige seiner Art ist. Betragt ein Winkel weniger als ein rechter, 
so wird er ein spitzer genannt, z. B. LAOS, ein stumpfer 
Winkel dagegen ist ein solcher, welcher mehr als ein rechter 
ausmacht, z. B. LAOT. Man hat diese Einteilung noch etwas 
weiter getrieben, indem man alle Winkel, welche kleiner als 
der gestreckte Winkel sind, unter der Benennung hohle oder 
konkave Winkel zusammenfasste und dagegen alle Winkel, 
welche mehr als ein gestreckter Winkel betragen, erhabene 
oder konvexe Winkel nannte. Der spitze, rechte und stumpfe 
Winkel gehoren demnach zu den konkaven Winkeln; konvex 
aber ware z. B. der Winkel J. 017, wenn man ihn dadurch ent- 
standen denkt, dass sich die Gerade OA aus ihrer urspriing- 
lichen Lage rechts herum bis zur Lage 0?7gedreht hat." Als 
Mass der Winkel benutzt man haufig den rechten Winkel und 
bezeichnet ihn einfach mit 22; man sagt dann auch nicht „ ge- 
streckter Winkel", sondern statt dessen „zwei rechte Winkel" 
in Zeichen: 2 JR. Dementsprechend miissen spitze Winkel in 
Bruchteilen des rechten Winkels ausgedruckt werden, z. B. y^? 
-|JB, \R u. s. w. 
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Wegen der Unbequemlichkeit, welche namentlich bei der 
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division spitzer Winkel 
durch diese Ausdrucksweise entsteht, nimmt man in solchen Fallen 
einen Teil des Winkels zur Masseinheit; dabei denkt man sich 
herkommlicher Weise den rechten Winkel in 90 gleiche Telle 
geteilt und nennt einen solchen Teil einen Winkelgrad; der 
QQuie Tgji eines Grades heisst eine Winkelminute, der 60'*® Teil 
einer Minute eine Winkel sekunde^ die man notigenfalls in 
Zehntel, Hundertel u. s. f. weiter teilt. Pdr den Grad dient das 
Zeicben <>, fur Minute \ ffir Sekunde ", wonach z, B. 18« 5' 37" 9 
soviel bedeutet wie 18 Grad, 5 Minuten, 37^ Sekunden. Dem- 
zufolge ist 

iB-45«, -|/i«ll« 15', |JJB = 23<>54'22"5, 
2 B - 180«, 3 B « 270^ 4 E « 360«. 
b) Nebenwinkel. Wir haben bisher die nach verschie- 
denen Richtungen laufenden Geraden nur soweit verlangert, dass 
sie eben zusammentrafen; um aber die Untersuchung uber zwei 
derartige Gerade vollstandig zu erledigen, miissen wir die Ge- 
raden (die Winkelschenkel) noch fiber jenen Punkt hinaus fort- 
setzen. Verlangern wir nun vorerst den einen Winkelschenkel 
Fig. 6. ^^ ^^^^ ^ hinaus, so entsteht ein z weiter 

Winkel A*OB, welcher der Nebenwinkel 
Yon AOB heisst; umgekehrt nennt man auch 
den Winkel AOB den Nebenwinkel yon A! OB. 
Es kommen denmach die Nebenwinkel immer 
paarweis yor und sind daran kenntlich, dass 
sie einen Schenkel imd den Seheitel gemeinschaftlich haben, 
wahrend die anderen Schenkel in gerader Linie liegen. Bertick- 
sichtigt man, dass der Winkel AOA ein gestreckter, also « 2E 
ist, so folgt nach dem, was ilber die Addition der Winkel ge- 
sagt worden ist, sogleich der Satz: Nebenwinkel betragen 
zusammengenommen immer zwei Bechte. Da alle ge- 
streckten Winkel einander gleich sind, so knfipft sich daran 
noch die Folgerung: Irgend ein Paar Nebenwinkel betragt 
zusammen ebensoviel als irgend ein anderes Paar 
Nebenwinkel. 

Man kann den yorigen Satz auch umkehren; betragen nam- 
lich irgend zwei Winkel zusammen einen gestreckten Winkel, 
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imd legt man sie so aneinander^ dass sie den Scheitel und einen 
Schenkel gemein haben^ so miissen die Winkel zu Nebenwinkeln 
werden und die anderen Schenkel in einer geraden Linie liegen. 
Denn ware dies nicht der Fall, so musste der gestreckte Winkel 
(und soviel machen beide Winkel der Voraussetzung nach zu- 
sammen aus) auch do beschaffen sein konnen, dass seine Schenkel 
nicht in gerader Linie lagen, was aber der Definition des ge- 
streckten Winkels und der Bemerkung widerspricht, dass alle 
gestreckten Winkel gleich sind. 

c) Scheitelwinkel. Verlangem wir ausser dem ersten 
Winkelschenkel AO auch den zweiten BO fiber hinaus, so 
entstehen noch zwei Winkel, unter denen derjenige, welcher von 
den Verlangerungen A^O und JB'O der Schenkel des ursprtlng- 
lichen Winkels gebildet ist, der Scheitelwinkel desselben ge- 
nannt wird; ebenso heisst auch LAOB der Scheitelwinkel von 
L A^OB\ so dass also Scheitelwinkel nur paarweis vorkommen. 
Nach dem zweiten in h) erwiesenen Satze ist nun 

L AOB + L BOA! = L BOA! + L A!OB\ 

weil die links und rechts stehenden Winkel Nebenwinkel sind. 
Nimmt man beiderseits den sich selbst -gleichen Winkel BOA 
weg, so bleibt 

LAOB^LA!OB\ 

d. h. Scheitelwinkel sind einander gleich. 

Auch hier kann eine Umkehrung des Satzes eintreten und 
man wird sich durch sehr einfache Schlilsse ahnlich wie in h) 
tiberzeugen, dass zwei gleiche Winkel jederzeit als Scheitel- 
winkel betrachtet und in der That so aneinander gelegt werden 
konnen, dass der eine von den Schenkel verlangerungen des 
anderen gebildet wird. 

§3. 
Drei Gerade. 

Vergleichen wir die Bichtungen dreier in einer Ebene liegen- 
den Geraden, so sind drei verschiedene Falle zu unterscheiden; 
entweder namlich haben alle drei Gerade eine und dieselbe 
Bichtimg, Oder zwei von ihnen laufen nach derselben Bichtuug, 
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wahrend die dritte Gerade eine andere Bichtung einschlagt^ oder 
endlich^ jede der drei Geraden hat eine yerschiedene Richtung. 
Von diesen drei Fallen bedarf der erste keiner weiteren Er- 
(^rterung^ denn es lasst sich yon drei parallelen Geraden nur 
wiederholen, was schon fiber zwei Parallelen gesagt ist; wir 
wenden uns daher sogleich zum zweiten Falle. 

I. Die Parallelentheorie. Haben die Geraden AB und 
A!B^ gleiche Richtung, laufen sie also parallel, und ist ausser- 

dem die Gerade CD in einer yon AB 

Fiff 7 

^^ yerschiedenen Richtung gezogen, so schnei- 

det nach dem in § 2, II ausgesprochenen 
Grundsatze die Gerade CD jede der Ge- 
raden AB und A!B\ und es entstehen an 
^^^, den Durchschnittspunkten und 0' im 

ganzen acht Winkel: a, ft, c, d, a', 6', d, d\ 
Diese pflegt man auf yerschiedene Art paar- 
weis zusammenzustellen; man nennt namlich korrespon- 
dierende Winkel diejenigen, welche auf denselben Seiten 
yon AB und A!B^ und zugleich auf derselben Seite yon CD 
liegen (so liegt z. B. a oberhalb AB^ ebenso d oberhalb A^B\ 
und zugleich liegen a und d links yon CD\ und es sind da- 
her die korrespondierenden Winkel; 

a und a' 

h „ V 

c „ c' 

d „ d'-, 

lasst man ferner an die Stelle des einen yon zwei korrespon- 
dierenden Winkeln seinen Scheitelwinkel treten (wechselt also), 
so entstehen die Wechselwinkel, namlich: 

a und c' 

b „ d' 

c „ a' 

d „ V, 

yon denen man das erste und zweite Paar unter den Namen 
aussere Wechselwinkel, sowie das dritte und yierte unter den 
Namen inn ere Wechselwinkel zusammenfasst; setzt man end- 
lich an die Stelle eines zweier korrespondierenden Winkel seinen 
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an derselben Seite von CD liegenden Nebenwinkel, so erhalt 
man aussere und innere Winkel an derselben Seite^ 

"■"^"^^^^^^ = a und d' 

6 „ C 

c „ V 

d „ a\ 

Die Beziehungen^ welche zwischen diesen Winkeln statt- 
findexi, lassen sich auf folgendem Wege leicht entdecken. Da 
nach der Voraussetzung AB und A! B^ gleiche Richtung be- 
sitzen^ so ist auch 

die Richtung von OA = der Richtung von 0'-4'; 

da ferner OC und OC Teile einer und derselben Geraden sind, 
so muss 

die Richtung von 0C=* der Richtung von 0^ C 

sein; mittelst des Grundsatzes, dass Gleiches mit Gleichem ver- 
glichen Gleiches liefert, folgt hieraus, dass der Unterschied 
zwischen den Richtungen yon OA und OC gleich ist dem 
Unterschiede zwischen den Richtungen von 0'-4' und O'C. Die 
erste Richtungsdifferenz wird durch den Winkel AOC angezeigt^ 
die zweite durch den Winkel A'O'C, und da beide Richtungs- 
unterschiede gleich sind, so muss auch L AOC '^^ L AJO^C oder 
ktirzer a «*= a' sein. Ebenso leicht kann man zu den Gleich- 
ungen 6 == &', c^ d und d ^ d! gelangen; man ist hiernach be- 
rechtigt, den Satz auszusprechen: Die korrespondierenden 
Winkel sind einander gleich. 

Da a^ d und nach dem Satze von den Scheitelwinkeln 
d ^ d ist, so folgt a^ d und auf ganz ahnlichem Wege auch 
h^d\ c^d und d^h\ d. h.: Wechselwinkel sind ein- 
ander gleich. 

BertLcksichtigen wir endlich, dass a + 6 »= 222 und 6 = 6' 
ist, so folgt a + 6' = 2i2; setzt man dagegen in der Gleichung 
a + 6 = 2ii fiir a den ihm gleichen Winkel a', so folgt ahn- 
lich a' + 6 — 2ii; d. h.: Aussere Winkel an derselben 
Seite und ebenso innere Winkel an derselben Seite 
betragen zusammen zwei Rechte. 

Es ist iibrigens leicht, alle diese Satze umzukehren und 
z. B. aus der Gleichheit der korrespondierenden oder Wechsel- 

SohlOmiloh, Geom. d. Maficg I. 7. Aufl. ^ 



Ig Eap. I. Die Entstehuog der {^eradlinigen Gebilde. 

winkel den Parallelismus der beiden Geraden zu erschliessen. 
1st im ersten Falle a =- a', so weichen die Richtungen der Gre- 
raden OA und O^A' von der Richtung der Geraden CD uin. 
gleichviel (um die gleichen Richtungsuntersehiede a und a') ab, 
woraus sogleich folgt, dass die Richtungen von OA und O'A' 
einander gleich, mithin AB und A^ B^ einander parallel sind. — 
Setzt man die Gleichheit der Wechselwinkel a und c' voraus, 
so folgt wegen d ^ a! zunachst a = ci! und nach dem Vorigen 
wieder, dass AB und A!B^ einander parallel laufen. — Hat man 
endlich a' + 6 =* 2i?, so ist wegen a + 6 = 2ii notwendig auch 
d^a, woraus wieder der Parallelismus von AB und A! B^ 
folgt. Betragen dagegen die inneren Winkel zusammen mehr 
oder weniger als zwei Reehte, so betragt auch a mehr oder 
weniger als a'; daraus ergiebt sich weiter, dass AB und AB^ 
ungleiche Richtungen haben und sich folglich nach § 2, II 
schneiden miissen. 

11. Das Dreieck. Wenn von drei Geraden jede eine an- 
dere Richtung verfolgt, so schneidet nach § 2, II die erste Ge- 

rade die zweite, die zweite die dritte und 
die dritte die erste; es entstehen also drei 
Durchschnitte wie L, M, N, und zugleich 
bildet sich eine nach alien Seiten ge- 
schlossene Figur: das Dreieck. Die drei 
Durchschnittspunkte L, 31, N heissen die 
Ecken oder Spitzen desselben, die 
zwischen denselben liegenden Teile der Geraden, also die 
Strecken LM, MN, NL heissen die Seiten des Dreiecks, und 
die Winkel MLN, LMN, MNL die Winkel desselben. 

Ohne uns vor der Hand auf eine tiefere Untersuchung 
des Dreiecks einzulassen, wollen wir nur diejenigen zwei Eigen- 
schaften desselben hervorheben, welche sich unmittelbar ergeben, 
wenn man einmal die Seiten und das andere Mai die Winkel 
des Dreiecks ins Auge fasst. — Irgend zwei Ecken des Dreiecks, 
z. B. L und Mj kann man sich auf doppelte Weise verbunden 
denken, einmal durch die Gerade LM und dann durch die 
gebrochene Linie iiber N, welche aus den beiden Seiten LN 
und NM besteht. Da nun die gerade Linie zwischen zwei 
Punkten der kiirzeste Weg ist, so folgt der Satz: Zwei Seiten 
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eines Dreiecks betragen zusammengenommen mehr als 
die dritte Seite. Man schliesst daraus noch den Zusatz: Die 
Differenz zweier Dreieckseiten betragt weniger als die 
dritte Seite. 

Denkt man sich durch eine Ecke, etwa Ny eine Parallele 
zur gegenuberliegenden Seite LM gezogen, so finden folgende 
Beziehungen statt, in welehen die Winkel des Dreiecks kurz 
mit Lj My N bezeichnet sind: 

L L ^ L AND' als korrespondierende Winkel, 
L M^ L D'NM als Wechselwinkel. 

Durch Addition derselben folgt die Gleichung: 

LL + LM^LANM, 

welche sich leicht in Worte libersetzen lasst, wenn man den 
Winkel AN My welcher durch Verlangerung einer Dreieckseite 
(ZiV) entsteht, einen Aus sen winkel des Dreiecks nennt; jene 
Gleichung sagt dann: Zwei Winkel eines Dreiecks be- 
tragen zusammen soviel als der Aussenwinkel an der 
dritten Ecke. 

Addiert man zu der eben in Worten ausgedrtickten Gleich- 
ung beiderseits den Winkel Ny so folgt LL + LM+LN 
- L ANM+ L Ny d. i. « 2Ry weil die Winkel ANM und N 
Nebenwinkel sind. Dies giebt den Satz: Die samtlichen 
Winkel eines Dreiecks betragen zusammengenommen 
zwei Rechte. 

Sind also zwei Winkel, etwa L und My von einem Drei- 
ecke gegeben, so findet man sogleich den dritten, n'amlich 
N^2R-{L + M), 

Die Arten der Dreiecke. Man kann die Dreiecke nach 
zwei Gesichtspunkten einteilen, indem man entweder von den 
Seiten oder von den Winkeln ausgeht. Im ersten Palle ist es 
die Gleichheit oder Ungleichheit der Seiten, worauf man achtet, 
und es heisst dann ein Dreieck gleichseitig, wenn es drei 
gleiche Seiten hat, gleichschenklig, wenn es zwei gleiche 
Seiten hat, und ungleichseitig, wenn es lauter ungleiche 
Seiten besitzt. Sehr oft nennt man eine von den Seiten des 
Dreiecks die Grundlinie oder Basis und die anderen Schenkel; 
namentlich im gleichschenkligen Dreieck gilt die letztere Be- 
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zeichnung ftir die beiden gleichen Seiten, die erstere fiir die 
dritte ungleiche Seite. — Sieht man dagegen auf die Winkel 
des DreieckS; so ist zu unterscheiden^ ob dasselbe nur spitze 
Winkel enthalt, oder einen rechten und zwei spitze Winkel, 
oder einen stumpfen und zwei spitze Winkel. Im ersten 
Falle heisst das Dreieek ein spitzwinkliges, im zweiten ein 
rechtwinkliges und im dritten ein stumpfwinkliges. Im 
rechtwinkligen Dreiecke insbesondere fiihren die den rechten 
Winkel einschliessenden Seiten den Namen Katheten, und 
die dem rechten Winkel gegenuberliegende Seite wird die 
Hypotenuse genannt. 

§4. 
Tier und mehrere Gerade. 

I. VoUkommen entsprechend der im vorigen Paragraphen 
durchgefQhrten Untersuchung lasst sich das behandeln, was von 
vier oder mehreren Geraden in einer Ebene gesagt werden kann. 
Es mtissen namlich bei vier Geraden auch vier Falle unter- 
schieden werden, ob namlich nur eine und dieselbe Richtung 
vorhanden ist, oder ob die Geraden nach zwei oder drei oder 
vier verschiedenen Richtungen verteilt sind. Der erste Fall 
bedarf keiner weiteren Untersuchung, denn fiber vier einander 
parallel laufende Gerade lasst sich nicht mehr als iiber zwei 
dergleichen sagen. Sind zweitens die Geraden nach zwei Rich- 
tungen verteilt, so gehen entweder drei nach der einen Richtung 
und eine nach der andern Richtung, oder zwei Gerade folgen 
der einen und zwei der andern Richtung; das Erste gabe drei 
Parallelen, durchschnitten von einer Geraden, und wQrde nur 
eine Wiederholung der Parallelentheorie sein; das Zweite da- 
gegen ist etwas Neues; es entsteht namlich durch vier solche 
Gerade ein Viereck, in welchem jede zwei einander gegeniiber- 

liegenden Seiten einander parallel laufen, 
d. i. ein sogenanntes Parallislogramm. 
Wendet man die Satze der Parallelentheorie 
auf die vier Geraden an, so findet man 
ohne Miihe, dass die an einer Seite liegen- 
den Winkel eines Parallelogrammes, z. B. L BAD und L ABC^ 
zusammen zwei Rechte ausmachen und dass ferner die gegeniiber- 
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liegenden Winkel, z. B. L BAD und L BCD^ einander gleich 
sind. Hieraus folgt u. a. weiter, dass, wenn ein Winkel ^es 
Parallelogrammes ein Rechter ist, samtliche Winkel ebenfalls 
Bechte sein miissen; ein derartiges Parallelogramm heisst ein 
Rechteck, und wenn ausserdem zwei in einer Ecke zusammen- 
stossende Seiten gleich sind, ein Quadrat. 

Sind drittens vier Gerade nach drei Richtungen verteilt/ 
so miissen zwei Gerade gleiche Richtung halten^ und es entsteht 
in diesem Falle ein Viereek, worin nur zwei 
gegenuberliegende Seiten (^AB und CD) ein- 
ander parallel sind; dasselbe heisst ein Tra- 
pez; die grossere der parallelen Seiten pflegt 
man wohl auch seine Basis zu nennen. 

Wenn endlieh von vier Geraden jede eine andere Richtung 
einschlagt, so entsteht ein unregelmassiges Viereck. Sind die 
Seiten desselben gleich^ so heisst es ein Rhombus, ausserdem 
aber hat man keine besonderen Benennungen weiter eingefdhrt. 

Als allgemeine Eigenschaften des Vierecks erwahnen wir 
noch folgende: je drei Seiten eines Vierecks betragen zusammen- 
genommen mehr als die vierte Seite, femer: ausser den vier 
Seiten des Vierecks giebt es noch zwei gerade Linien, welche 
ebenfalls zur gegenseitigen Verbindung der Ecken dienen; diese 
Geraden entstehen namlich, wenn man die gegenilberliegenden 
Ecken des Vierecks miteinander verbindet, und sie heissen 
Diagonalen. Jede Diagonale teilt das Viereck in zwei Drei- 
ecke; hieraus folgt noch, dass die Summe aller Winkel eines 
Vierecks vier Rechte betragt, weil sie aus den Winkelsummen 
jener zwei Dreiecke zusanimengesetzt ist. 

II. Wie man auf dem bisherigen Wege weiter gehen kbnnte, 
bedarf wohl keiner Auseinandersetzung; es ist aber leicht zu 
sehen, dass die Ergebnisse eines solchen weiteren Portschritts 
zur einen Halfte nur in einer langen Reihe von Definitionen 
bestehen wtirden, welche man fiir die einzelnen Palle (ahnlich 
wie beim Viereck) aufstellen konnte. Da diese ebensowenig 
ein theoretisches Interesse als praktische Wichtigkeit besitzen, 
so Ubergehen wir dieselben und entwickeln nur noch einige all- 
gemeine Eigenschaften, welche jedem ebenen Vielecke zukommen. 
Diese Eigenschaften betreffen erstens die Anzahl derjenigen Ge- 
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raden, welche je zwei nichtbenachbarte Ecken des Vielecks ver- 
binden, d. h. die Anzahl der Diagonalen, und zweitens die 
Summe aller Winkel des Vielecks. 

Stellen wir uns an die eine Ecke eines Vielecks von n Ecken 
(n-Ecks)^ so konnen wir von hier aus gerade Linien nach den 
librigen n — 1 Ecken ^ also w— 1 Gerade ziehen; zwei von diesen 
Geraden sind Seiten des Vielecks (namlich diejenigen Geraden, 
welche nach den beiden Nachbarpunkten gezogen wurden) und 
mithin bleiben w — 3 Gerade iibrig, welche Ecken des Vielecks 
verbinden, ohne Seiten zu sein, d. h. man kann von einer Ecke 
aus n — 3 Diagonalen ziehen. Dasselbe lasst sich von jeder Ecke 
sagen und mithin ware die Anzahl der Diagonalen »n (w — 3); 
dabei ist aber jede Diagonale zweimal gerechnet^ namlich. an 
jedem ihrer Endpunkte als eine besondere gezahlt worden; wir 
miissen daher, um die wahre Diagonalenzahl zu erhalten^ noch 
durch 2 dividieren. Die Anzahl der Diagonalen eines 
Vieleckes von n Seiten ist demnach =« -|^ w (w — 3). 

Um ferner die Summe der Winkel eines Vielecks zu be- 
stimmen^ beantworten wir erst die Frage, um wieviel die 
Winkelsumme eines Vielecks zunimmt, wenn dessen Seiten- 

zahl um Eins wachst. Ist nun AB irgend eine 
Seite eines Vielecks und denkt man sich fiber 
AB ein Dreieck konstruiert, dessen Seiten AC 
und BC nicht in die Verlangerungen der an- 
stossenden Vieleckseiten fallen^ so hat das Viel- 
eck um eine Seite zugenommen, indem AC und 
BC axi die Stelle von AB getreten sind. Das 
hinzugesetzte Dreieck kann nun sowohl ausser- 
halb als innerhalb des Vielecks zu liegen kommen^ 
und damach muss man die Frage trennen. Im 
ersten Falle nimmt die Winkelsumme des Vielecks um die 
drei Winkel A^ B und C, d. h. um zwei Rechte zu; im zweiten 
Falle vermindert sich, wie man aus der Figur sieht, die 
Winkelsumme um A und jB, wachst aber gleichzeitig um den 
konvexen Winkel bei C, welcher --2ii+C" = 2JB + ^ + JS 
ist, sie wachst also zusammen doch wieder um 212, so dass 
nun in jedem Falle die Winkelsumme um 2R zunimmt, 
sobald die Seitenzahl des Vielecks um ei^e Einheit vermebrt 
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wird. Da im Dreieck die WiDkelsumme ^ 2R ist, so folgt 
hierauS; dass die Winkelsumme im 

4Eck « 4iR « 2 . 2 JB 

5Eck-6B = 3.2ii 

6Eck « 8ii = 4 . 2E 



ist u. s. w., und man findet hieraus leicht das allgemeine Ge- 
setz: Die Winkelsumme eines Vielecks von n Seiten be- 
tragt (w - 2) 2R - (2w - 4) R. 

Hieran kniipft sich noch die Konsequenz, dass jedes Vieleck 
wenigstens drei konkave Winkel besitzen muss. Denn hatte das 
w-Eck nur 2 konkave Winkel, so besasse es w — 2 konvexe 
Winkel, und da ein konvexer Winkel mehr als 2R betragt, so 
betriigen diese konvexen Winkel zusammen allein schon mehr 
als (w-— 2) 2i2, d. h. mehr als die Winkelsumme des Vielecks, 
was natiirlich nicht moglich ist. 



Kap. n. 

Der Zusammenhang unter den Bestandteilen 

geradliniger Figuren. 



§5. 

Allgemeine Erorterungen, 

Wenn von irgend einem Objekte samtliche Bestandteile 
gegeben sind und zugleich die Ordnung vorgeschrieben ist, 
in welcher diese Bestandteile aufeinander folgen soUen, so 
kann oflfenbar kein Zweifel uber die Beschaflfenheit des Gegen- 
standes selbst stattfinden, und setzt man in der That die ge- 
gebenen Bestandteile in der vorgeschriebenen Ordnung zu- 
sammen, so wird man jedesmal dasselbe Objekt erhalten; man 
sagt daher: Irgend ein Gegenstand ist seiner Natur nach be- 
stimmt, sobald seine samtlichen Bestandteile und deren An- 
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ordnung bekannt sind. Hieraus folgt, dass ein Vieleck voll- 
kommen bestimmt sein muss, sobald die Seiten und Winkel 
desselben der Reibe nach gegeben sind^ denn diese bildeu eben 
die Bestandteile des Vieleeks. Zugleich erhellt, dass zwei Viel- 
ecke, welcbe in alien diesen Bestandteilen, in derselben Reihen- 
folge genommen, niiteinander libereinstimmen, nur als Wieder- 
holungen oder Eopien voneinander gelten konnen und dass 
sie, mit den gleichen Seiten und Winkeln aufeinander gelegt, 
zu einem einzigen Vielecke zusammenfallen miissen. Derartige 
Vielecke nennt man einander kongruent und bezeicbnet ihre 
Kongruenz mit dem Zeichen CV. 

Diese Lehre w^de sehr kurz ausfallen und sieb auf das 
Gesagte beschranken mtissen, wenn nicht bei den Bestandteilen 
geometriscber Figuren eine Eigentdmlichkeit stattfande, die man 
sonst nirgends antriflPt. Wabrend z. B. die Bestandteile natur- 
wissenschaftlicber Gegenstande in keiner gegenseitigen Ab- 
hangigkeit voneinander stehen (aus der Form der Blatter 
z. E. folgt nocb gar nichts liber die Form oder Farbe der 
Bliiten), findet zwiscben den Bestandteilen geometriscber Figuren 
ein derartiger Zusammenbang statt, dass man aus einigen jener 
Bestandteile die iibrigen finden kann und mitbin niebt alle 
Bestandteile eines Vieleeks zur Bestimmung desselben erforder- 
licb sind. Bleiben wir z. B. bei dem Dreiecke steben und 
denken uns dasselbe dadurcb gebildet, dass drei nicbt in einer 
Geraden liegende Punkte durcb gerade Linien miteinander ver- 
bunden worden sind, so seben wir die Winkel des Dreieeks 
mit den Seiten gleiebzeitig entsteben und finden sebon bierin 
eine Hindeutung auf einen gegenseitigen Zusammenbang zwiscben 
den Seiten und Winkeln eines Dreieeks. Diese gegenseitige 
Abbangigkeit der Bestandteile der Vielecke zu untersucben, ist 
nun der Zweck dieses Kapitels, und wir fangen die Unter- 
•sucbung nattirlicb mit der einfacbsten Figur, dem Dreiecke an. 

§ 6. 
Unyollst&ndig bestimmte Dreiecke. 

Der vorigen allgemeinen Erorterung zufolge baben wir die 
Frage zu beantworten, wie viele Bestandteile eines Dreieeks 
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gegeben sein miissen, wenn durch dieselben das Dreieck be- 
stimmt sein soil. Zu diesem Zwecke betrachten wir vorerst 
die sehr einfachen Falle, wo von dem Dreiecke nur ein oder 
zwei Bestandteile gegeben sind. Eennt man ein en Bestandteil 
des Dreiecks, so ist dies entweder ein Wink el oder eine Seite. 
Im ersten Palle steht es frei, auf jedem Winkelschenkel einen 
Punkt willkQrlich zu wahlen und durch geradlinige Verbindung 
dieser Punkte ein Dreieck herzustellen, welches den gegebenen 
Winkel enthalt; man sieht augenblicklich, dass sich auf diese 
Weise unendlich viel verschiedene Dreiecke mit demselben ge- 
gebenen Winkel bilden lassen, dass also durch einen Wiukel 
allein das Dreieck nicht bestimmt wird. Ist zweitens nur eine 
Seite des Dreiecks gegeben, so kann man die Endpunkte der- 
selben mit irgend einem ausser ihr willkurlich gewahlten Punkte 
geradlinig verbinden und auf diese Weise ein Dreieck kon- 
struieren, welches die gegebene Seite enthalt; auch hier ?eigt 
sich, dass unendlich viel verschiedene Dreiecke dieser Art mog- 
lich sind, dass also durch eine Seite allein das Dreieck nicht 
bestimmt wird. 

Bei zwei gegebenen Bestandteilen sind drei Palle zu unter- 
scheiden, je nachdem zwei Winkel, oder eine Seite und ein 
Winkel, oder zwei Seiten als bekannt vorausgesetzt werden. 

a) Sind zwei Winkel eines Dreiecks gegeben, so kennt man 
nach § 3, II. auch den dritten Winkel, und um nun ein Dreieck 
herzustellen, welches diese Winkel enthalt, braucht man nur 
zwei der gegebenen Winkel, etwa A und J5, an eine willktir- 
lich gewahlte Basis AB anzutragen und die beiden tibrigen 
Schenkel AC und BG bis zu ihrem Durch- 
schnitte G zu verlangern. Zufolge der be- 
liebigen Wahl von AB konnen unendlich 
viel verschiedene Dreiecke dieser Art kon- 
struiert werden; so ist z. B. in der Figur 
A!a\\AG, B'G'WBG, daher L A' -== L A, 
LB' ^LB xmA LC ^LG, aber das Dreieck A!B'G' ist ver- 
schieden vom Dreieck ABG, Zwei Winkel bestimmen dem- 
nach das Dreieck nicht. 

6) Es seien ferner eine Seite AB und ein anliegender 
Winkel, etwa Ay gegeben; man denke sich dann auf dem einen 
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Schenkel dieses Winkels die vorgeschriebene Strecke AB^ auf 
dem andem Schenkel die beliebige Strecke AC abgeschnitten 
und die Gerade BC gezogen, ao hat man ein Dreieck ABC 
mit den gegebenen Bestandteilen. Wegen der Willkiirlichkeit 
von AC sind solcher Dreiecke unendlich viele rerschiedene mog- 
lich, und daher ist auch hier das Dreieck nicht bestimmt. 
Pig. 13. Werden zwei derartige Dreiecke ABC nnd ABC 
mit den willkiirlichen Seiten AC und AO kon- 
struiert, indem man AC^'^ AC nimmt, so gilt auch. 
far die Gegenwinkel ABC und ABC die Be- 
ziehung L ABC> L ABC'-, d. h.: Das Dreieck 
mit der grosseren willkiirlichen Seite hat 
auch den grosseren Gegenwinkel. 
Wenn ausser der Seite AB der gegeniiberliegende Win- 
kel C gegeben ist, so kennt man die Summe der anliegenden 
Winkel, namlich A-\- B ^2R^C. Einen derselben kann man 
willkurlich (nur kleiner als 2-R — C) wahlen; die vorige Gleichung 
giebt dann den andern, und wenn man jetzt beide Winkel an 
AB antragt, so erhalt man ein Dreieck mit den vorgeschrie- 
benen Bestandteilen. Zufolge der willkflrlichen Wahl des einen 
der beiden Winkel A und B ist auch hier das Dreieck nicht 
bestimmt. 

c) Wir setzen endlich voraus, dass zwei Seiten, etwa AB 
und AC J gegeben seien. Legt man dieselben so aneinander, 
dass sie einen beliebigen Winkel BAC einschliessen, und ver- 
bindet die Endpunkte B und C durch eine Gerade, so kann 
man beliebig viel verschiedene Dreiecke mit denselben zwei 
Seiten AB und AC bilden; durch zwei Seiten ist al§o das 
Dreieck nicht bestimmt. 

Um zu erfahren, wie die dritte Seite BC sich andert, wenn 
der Winkel BAC eine Anderung erleidet, betrachten wir zwei 






Dreiecke ABC und ABC\ welche in den Seiten AB und 
AC '^^ AC libereinstimmen, wahrend L BAC > LB AC ist. 
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Hierbei kann C drei verschiedene Lagen in Beziehung auf das 
Dreieck ABC^ einnehmen; es fallt namlich C entweder ausser- 
halb des Dreiecks ABC oder auf die Seite BC' oder in das 
Dreieck ABC\ Nennen wir immer D den Durchschnitt von 
BC mit der notigenfalls verlangerten AC^ so ist bei der 
ersten Lage 

im Dreieck ACD: AD + CD > AC, 
im Dreieck BCD : CD + BD > BC, 
mithin zusammen 

AC+BC>AC + BC*, 

nach beiderseitiger Wegnahme ,von AC = AC bleibt 

BC>BC. 

Im zweiten Falle erhellt unmittelbar, dass BC > BC sein 
muss. Bei dritter Lage hat man 

im Dreieck ACD: AC + CD > AD, 
mithin durch beiderseitige Hinzufiigung von BD 

AC + BC>AD + BD 
Oder auch ^^, ^ ^^, > AC + CD + BD-, 

setzt man statt CD + BD die weniger betragende Seite BC, 
so ist um so mehr 

AC + BC>AC+BC 

und nach beiderseitiger Wegnahme von AC^ ^ AC 

BC > BC 

Man kann daher sagen: Wenn zwei Dreiecke in zwei 
Seiten, aber nicht im zwischenliegenden Winkel iiber- 
einstimmen^ so sind auch die dritten Seiten verschie- 
den, und zwar hat dasjenige Dreieck die grossere dritte 
Seite, worin die gegebenen Seiten den grosseren Win- 
kel einschliessen. 

Als allgemeines Resultat dieser Untersuchung ergiebt sich, 
dass ein Dreieck durch zwei Bestandteile nicht bestimmt ist; 
man bedarf daher wenigstens dreier Bestandteile, unter denen 
mindestens eine Seite vorkommen muss, weil nach dem unter 
a) Gesagten die drei Winkel nicht ausreiohen. 
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§ 7. 

Bestiminung des Dreiecks ans einer Seite 
and zwei Wiukeln. 

a) Wenn von einem Dreiecke zwei Wink el (mithin alle 
Winkel) und eine Seite AB gegeben sind, so konnen wir uns 
denken, dass zuerst die gegebene Seite AB gezeichnet word en 
sei und an diese die bekannten anliegenden Winkel A und jB 
angesetzt werden. Dies geschieht dadurch, dass wir den Scheitel 
des Winkels A auf den Endpunkt A der gegebenen Geraden 
und den einen seiner Schenkel auf AB legen; der andere 
Schenkel von A giebt dann die Richtung an, in weleher die 
Dreieckseite AC liegen muss. Verfahren wir ebenso mit dem 
Winkel B, so erhalten wir die Richtung, in weleher die Seite 
i?C zu suchen ist. Beide Riehtungen durchschneiden sich in 
C und dieser Punkt muss nun die Spitze des Dreiecks sein, 
weil er, als Durchschnitt der beiden anderen Dreieckseiten, 
sowohl in der einen als in der anderen Seite, also auch in der 
einen wie in der anderen Richtung liegen muss. Da sich aber 
zwei Gerade, hier die jedesmaligen zwei ten Schenkel der Win- 
kel A und 7?, nur in einem Punkte schneiden (§ 2, IL), so 
entsteht auch nur ein ganz bestiramtes Dreieck, welches die 
gegebenen Bestandteile enthalt, d. h.: Ein Dreieck ist durch 
eine Seite und zwei Winkel bestimmt. Hieraus folgt 
weiter: Zwei Dreiecks sind kongruent, sobald sie in 
einer Seite und zwei ahnlich liegenden Winkeln iiber- 
einstimmen. 

b) In dem einfachen Falle, wo die beiden an der Seite 
AB liegenden Winkel einander gleich sind, ist es leicht, auch 

das Verhaltnis der Seiten AC und BC aus- 
findig zu machen. Denkt man sich namlich 
den Winkel C durch eine Gerade halbiert, 
welche AB in D schneidet, so zerfallt das 
Dreieck ABC in zwei andere Dreiecke ACD 
und BCD] diese besitzen die Seite CD ge- 
meinschaftlich und stimmen ausserdem noch in zwei Winkeln 
iiberein; es ist namlich L BAC ^ L ABC wegen der Voraus- 





§ 7. Bestimmung des Dreiecks aus einer Seite und zwei Winkeln. 29 

setzung, und L ACD = L BCD durch Konstruktion. Hieraus 
zusammen folgt, dass die Dreiecke ADC und BDG kongruent 
sind, also in alien Bestandteilen iibereinstimmen, und dass mit- 
hin auch AC='BC ist; dies giebt den Satz: Zwei gleichen 
Winkeln eines Dreiecks liegen auch gleiche Seiten 
gegentiber, oder: Ein Dreieck mit zwei gleichen Win- 
keln ist auch ein gleichschenkliges Dreieck. 

c) Mit Hilfe dieses Theoremes lasst sich der Fall, dass A 
grosser oder kleiner als B ist, etwas naher erortern. Ist etwa 
A der grossere Winkel, so denke man sich 
den Winkel B davon subtrahiert, namlich AD 
so gelegt, dass L BAD ^ L ABD ist; das 
Dreieck ABD hat dann zwei gleiche Winkel 
und mithin sind nach dem vorigen die Seiten 
AD und BD einander gleich. In dem Drei- 
ecke ACD ist nun weiter 

AD + CD>AC (§ 3, IL), 

oder, wenn man statt AD ^e gleiche Seite BD setzt, 

BD + CD>AC Oder BC> AC, 

d. h.: Dem grosseren Winkel in einem Dreieck liegt 
auch die grossere Seite gegeniiber. 

§8. 

Bestimmung des Dreiecks aus zwei Seiten 

und einem Winkel. 

Nachdem wir die Bestimmung eines Dreiecks aus einer 
Seite und zwei Winkeln erortert haben, gehen wir weiter, in- 
dem wir fiir den einen von jenen Winkeln eine Seite auf- 
nehmen und zusehen, ob sich aus zwei Seiten und einem Winkel 
ein Dreieck bestimmen lasst. Dabei sind aber zwei Falle zu 
unterscheiden, ob namlich der gegebene Winkel zwischen den 
gegebenen Seiten liegt oder nicht. 

I. a) Sind von einem Dreiecke zwei Seiten und der Win- 
kel, welchen sie einschliessen, gegeben, so denke man sich zu- 
erst den Winkel gezeichnet und auf seine Schenkel vom Scheitel 
aus die gegebenen Seiten aufgetragen. Auf den Schenkeln des 
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Winkels erhalt man hierdurch zwei Punkte, welche man nur 
noch durch eine Gerade zu verbinden braucht^ um sogleich ein 
Dreieck zu bekommen^ welches in der That die gegebenen Be- 
standteile enthalt. Da es aber zwischen zwei Punkien nur eine 
einzige Gerade giebt, so ist jenes Dreieck auch das einzige^ 
welches die gegebenen Bestandteile enthalt; d. h.: Ein Drei- 
eck ist durch zwei Seiten und den von ihnen einge- 
schlossenen Winkel bestimmt. Hieraus folgt weiter: Zwei 
Dreiecke sind kongruent, sobald sie in zwei Seiten 
und den von ihnen eingeschlossenen Winkeln dberein- 
stimmen. 

b) Einige Aufmerksamkeit verdient noch der Pall, wenn 
die zwei gegebenen Seiten des Dreiecks einander gleich sind: 
AC^BC. Denkt man sich hier die Halbierungslinie CD des 

Winkels C gezogen, so entstehen die beiden 
Dreiecke ACD und BCD] in diesen ist der 
Voraussetzung nach AC^BC, femer CD 
beiden gemeinschaftlich^ endlich L ACD ^^ 
L BCD vermoge der Konstruktion. Die bei- 
den Dreiecke ADC und BDC stimmen also 
in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel Uberein, sind 
daher kongruent und fdhren zu der Folgerung L BAC ^ L ABC-^ 
d. h.: Die Winkel an der Basis eines gleichschenkligen 
Dreiecks sind einander gleich. 

Auf das gleichseitige Dreieck angewendet^ giebt dies noch 
den Satz: Die Winkel eines gleichseitigen Dreiecks 
sind einander gleich, und zwar ist jeder = 3 7?*= 60^. 

c) Sind dagegen die Seiten AC und BC ungleich; etwa 
AC die grossere, so schneide man von C aus die kleinere auf 

der grosseren ab, so dass CD « CB wird; es 
entsteht hierdurch ein gleichschenkliges Drei- 
eck, und in diesem ist nach dem vorigen 
L CBD « L CDB, Der letztere bildet zugleich 
den Aussenwinkel des Dreiecks AB\D und ist 
deshalb ^LABD + LBAD, folglich ganz 
sicher grosser als L BAD allein. Aus der so gewonnenen Un- 
gleichung L CDB > L BAD folgt nun, wenn statt L CDB der 
ihm gleiche L CBD gesetzt wird, L CBD > L CAB] um so 
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luehr aber ist L CBA > L CABy well jetzt an die Stelle des 
ohnehin Grosseren etwas noch Grosseres gesetzt worden ist; 
also: Der grosseren Seite eines Dreiecks liegt jedesr 
mal der grossere Winkel gegeniiber. 

II. In dem zweiten Falle, wenn zwei Seiten des Dreiecks 
nnd einer der nicht eingeschlossenen Winkel gegeben «ind, 
unterscheiden wir, ob der Winkel der grosseren oder der klei- 
neren jener Seiten gegeniiberliegt. 

Sind nun erstlich gegeben AB^ BC und L A^ wobei 
BC> AB ist, so konstruiere man zuerst den Winkel A und 
nehme yon seinem Scheitel aus auf dem 
einen seiner Schenkel eine Strecke == J.JS, 
so hat man zwei Ecken A und 5 des frag- \ 
lichen Dreiecks. Um nun die dritte Ecke '\ , 
zu finden, berticksichtige man, dass dieselbe ^"-.Vif ^^e 
einerseits auf dem Winkelschenkel AC liegen, 
ausserdem aber noch von B um die gegebene Gerade BC ent- 
fernt sein muss. Denkt man sich aus B mit dem Halbmesser 
BC einen Kreis beschrieben, so bildet dieser den InbegriflF aller 
derjenigen Punkte, welche von B um BC entfemt sind, und 
folglich muss sich der Punkt C auf dieser Kreislinie befinden; 
da er ausserdem noch auf dem Winkelschenkel AC liegen muss, 
so giebt jetzt der Durchschnitt des Ereises und des in Rede 
stehenden Winkelschenkels die dritte Ecke und somit das ganze 
Dreieck. Es schneidet aber der Kreis den Winkelschenkel oder 
dessen Verlangerung zum zweiten Male* in C", und so ware es 
wohl moglich, dass hier aus den gegebenen Bestandteilen zwei 

* Da, AB kleiner als der Ereishalbmesser CB ist, bo liegt A im In- 
nern des in Bede stehenden Ereises und folglich muss eine Gerade durch 
A den Kreis weniffstens zweimal schneiden, beim 

. Fiff. 20 

Eintritte in den Kreis und beim Austritte aus dem- 
selben. Dass aber die Gerade den Kreis nicht zum 



. y X 




dritten Male schneidet, erhellt so. W9,re D der 
dritte Durchschnittspunkt, so musste wegen der ^"^-'^""^ ^C 
Gleichheit aller Halbmesser BD^^BC und auch --_—''' 

BD=^BC sein; aus dem ersten folgt LBBC^LBC'D und aus dem 
zweiten L BDC-^^LBCC; also wftre auch LBC'D^LBCC, was un- 
mOglich ist, weil der A ussen winkel BCD mehr betragen muss als der 
gegentiberliegende Innen winkel BGC\ 
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Dreiecke herzustellen waren; dem ist jedoch nicht so; das 
Dreieck ABC* stimmt zwar in zwei Seiten {AB ^ AB und 
BC ^ BC) mit dem Dreiecke ABC liberein, dagegen besitzt 
es nicht den Winkel BAC^ sondern dessen Nebenwinkel; dem- 
nach giebt es nur ein einziges Dreieck ^ welches die gegebenen 
Bestandteile enthalt, d. h.: Ein Dreieck ist durch zwei 
Seiten und den der grosseren Seite gegeniiberliegen- 
den Winkel bestimmt; oder auch: Zwei Dreiecke sind 
kongruent^ wenn sie in zwei Seiten iibereinstimmen 
und ausserdem die den jedesmaligen grosseren Seiten 
gegenuberliegenden Winkel beiderseits gleich sind. 
Anders gestaltet sich die Sache^ wenn der gegebene Win- 
kel ^ nicht der grosseren^ sondern der kleineren der gegebenen 

Seiten gegenuberliegt^ wo umgekehrt BC 
kleiner als AB ist. Die vorige Konstruk- 
tion bleibt dann zwar ungeandert, aber es 
f allt der zweite Durchschnitt C" nicht in 
dieVerlangerung von ACy sondern zwischen 
A und Cy und hier giebt es in der That 
zwei, in den Grundlinien AC und AC* verschiedene Drei- 
ecke ABC und ABC\ welche gleichwohl in zwei Seiten 
AB^AB, BC* ^BC und ebenso in einem Winkel BAC 
iibereinstimmen. Demnach ist in diesem Falle das Dreieck im 
allgemeinen nicht bestimmt, im Gegenteile findet hier eine 
Zweideutigkeit statt. 

§ 9. 
Bestimmung des Dreiecks aus seinen drei Seiten. 

Betrachten wir endlieh noch den letzten Pall der Bestim- 
mung eines Dreiecks, denjenigen namlich, in welchem die drei 
Fig. 22 Seiten desselben gegeben sind. Denken wir uns 

^ zuerst die eine Seite des Dreiecks, und zwar 

die langste, AB^ hingelegt, so muss der End- 
punkt C der zweiten Seite AC ofPenbar auf einer 
Kreislinie zu suchen sein, welche aus A mit 
dem Halbmesser AC beschrieben werden kann, 
denn auf dieser Kreislinie liegen alle Punkte, 
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welche von A um AC abstehen. Da aber C nicht nur der 
Endpunkt von AC, sondern auch der Endpunkt der dritten 
Seite B C ist und folglich um die gegebene Entfernung BC von B 
entfernt sein muss, so ist aus einem ahnlichen Grunde der Punkt 
C auch auf derjenigen Kreislinie zu suchen, welche um B mit 
dem Halbmesser BC beschrieben werden kann. Der Punkt C 
liegt aber nur dann auf beiden Kreislinien zugleich, wenn er 
der Durchschnittspunkt derselben ist, und hierdurch erha}t man 
die dritte Ecke C des Dreiecks und somit das ganze Dreieck. 
Eq konnte nun sein, dass sich die Kreise mehrmals schnitten, 
ausser im Punkte C z. B. noch im Punkte C\ es wiirden dann 
mehrere Dreiecke, wie hier ABC, entstehen, welche aus den- 
selben drei Seiten wie ABC zusammengesetzt sind. Um zu 
entscheiden, ob diese anderen Dreiecke von dem ersten ver- 
schieden sind oder nicht, bringen wir eins derselben in eine 
seiche Lage, dass C und C" auf entgegengesetzten Seiten von 
AB liegen (wenn diese Lage nicht von Hause aus stattfinden 
sollte) und ziehen die Gerade CC\ Da nach der Eonstruktion 
AC^AC und BC^Ba ist, so sind die Dreiecke ACC 
und BCC^ beide gleichschenklig, und mithin haben wir 

LAGO-^LACG, 
LBCG'=LBaC', 

durch Addition dieser Gleichimgen folgt augenblicklich 

LACB^LAC'B, 

die Dreiecke stimmen also ausser in den Seiten noch in einem 
Winkel, mithin in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel 
iiberein und sind folglich .kongruent. Wir ];iaben daher den 
Satz: Ein Dreieck ist durch seine drei Seiten bestimmt, 
oder: Zwei Dreiecke sind kongruent, sobald sie in den 
drei Seiten der Reihe nach iibereinstimmen. 

Fassen wir alles zusammen, was wir fiber die Bestim- 
mung der Dreiecke kennen gelemt haben, so konnen wir sagen: 
Ein Dreieck ist durch drei Bestandteile, unter denen 
sich wenigstens eine Seite befinden muss, vollkommeu 
bestimmt; ktirzer noch lasst sich dies so ausdriicken: drei 
voneinander unabhangige Bestandteile reichen zur Be- 
stimmung eines Dreiecks hin, wo der Fall dreier Winkel 

SchlOmileh, Oeom. d. Mafies I. 7. Aufl. 3 
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durch den Zusatz „unabhangig^^ ausgeschlossen ist^ well der 
dritte Winkel von den zwei ersten abhangt [C « 22J — (^ +- J^)]- 
Als Ausnahme von diesem Satze ist einzig und allein der 
zweideutige Fall zu betrachten, in welchem zwei Seiten und 
der gegenilber der kleineren von ibnen liegende Winkel ge- 
geben . sind. 

Unter besonderen Umstanden kann eine geringere Anzahl 
von Bestandteilen zur Bestimmung des Dreiecks ausreichen^ 
namlich dann^ wenn das Dreieck einer speziellen Klasse von 
Dreiecken angehort. So ist z. B. das gleichschenklige Dreieck 
schon durch zwei Seiten (namlich Grundlinie und Schenkel) oder 
durch eine Seite und einen Winkel bestimmt; das gleichseitige 
Dreieck bestimmt sich durch eine Seite allein. 



§ 10. 
Eigenschaften und Bestimmung der Tier- und Yielecke. 

I. Da sich jedes Vieleck durch Diagonalen in Dreiecke 
zerlegen lasst, so ist leicht einzusehen, auf welche Weise man 
die Prage: „Wie viel Bestimmungsstiicke gehoren zu einem 
Vielecke?" zu beantworten im stande sein wird. Bleiben wir 
zunachst bei einem Vierecke A BCD stehen und denken uns 
die Diagonale AC desselben gezogen, so zerfallt es in zwei 
Dreiecke ABC und A CD, welche die Seite AC gemeinschaft- 
lich besitzen. Es ist unmittelbar klar^ dass das ganze Yiereck 
bestimmt sein wird, wenn seine beiden Telle, die Dreiecke ABC 
und ACDj bestimmt sind, und demnach waren 2.3 = 6 Be- 
standteile notig; da aber die Seite AC m beiden Dreiecken 
vorkommt, so fallen zwei von den sechs Bestandteilen jener 
Dreiecke (oder des Vierecks) in einen einzigen zusammen und 
es bleiben daher nur noch fiinf iibrig, d. h.: Zur Bestimmung 
eines Vierecks sind im allgemeinen fiinf Bestandteile 
notwendig. 

Wir sagen hier „im allgemeinen", weil man auch mit einer 
geringeren Zahl Bestandteile auskommen kann, sobald das Vier- 
eck kein beliebiges ist, sondern einer bestimmten Elasse an- 
gehort und ebendeswegen besondere Eigenschaften besitzt. Wir 
woUen diese Untersuchung genauer durchftihren. 
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a) Das Trapez. Zieht man in dem Trapez ABCD die 
Diagonale AG, so werden wie bisher drei Stiicke zur Bestim- 
mnng des Dreiecks ABC erfordert, welches 
den ersten Teil des ganzen Trapezes ausmacht. 
Von dem zweiten Dreiecke ACD kennen wir 
nun eAtlich die Seite AC, ferner den*Winkel 
ACD, weil vermoge der Definition des Tra- 
pezes CD parallel zu AB liegen, mithin L ACD^LBAC 
sein muss, und demnach fehlt zur Bestimmung des Dreiecks 
ACD nur noch ein einziger Bestandteil; dieser giebt mit den 
Bestandteilen des Dreiecks ABC zusammen vier Bestandteile, 
d. h.: Zur Bestimmung eines Trapezes sind nur vier 
Bestandteile erforderlich. 

h) Das Parallelogramm. Die beiden Dreiecke ABC 
und ACD, in welche das Parallelogramm ABCD durch die 
Diagonale AC zerlegt wird, haben die Seite 
AC gemeinschaftlich; ausserdem sind die 
Winkel BAC und DC A als Wechselwinkel 
und aus demselben Grunde dieWinkelJ-CJ^ _ 
und CAD einander gleich; die in Rede ^ 

stehenden Dreiecke stimmen demnach in einer Seite und zwei 
Winkela iiberein, sind folglich kongruent und fuhren deshalb 
zu den Gleichungen AB = CD und BC = DA, d. h.: In einem 
Parallelogramm sind die Gegenseiten einander gleich. 
Man wird librigens leicht bemerken, dass dieser Satz auch um- 
gekehrt gilt, d. h.: Ein Viereck mit gleichen Gegensei- 
ten ist ein Parallelogramm. 

Zieht man noch die zweite Diagonale BD, welche die 
erste in M schneidet, so zerfallt das Parallelogramm in vier 
Dreiecke, von denen je zwei einander gegenuberliegende kon- 
gruent sind. In Beziehung auf die Dreiecke ABM und 
CDM hat man z. B. nach dem vorigen AB == CD, LABM 
^LCDM und LAMB^LCMD (als Scheitelwinkel), mit- 
hin Ubereinstimmung in einer Seite und den Winkeln, folglich 
auch Kongruenz. Vermoge der letzteren ist AM ^ CM und 
BM^DM, d. h.: Die Diagonalen eines Parallelo- 
grammes halbieren sich gegenseitig. Auch dieser Satz 

kann umgekehrt werden, namlich: Ein Viereck, dessen 

3* 
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Diagonalen einander halbieren, ist ein Parallelo- 
gramm. 

Aus den angegebenen Eigenschaften folgt, dass das Paral- 
lelogramm AS CD bestimmt ist, sobald man entweder seine 
Halfte, namlich das Dreieck ABC^ oder eins der Dreiecke 
ABM, BCM, CDM, DAM kennt-, in jedem Falle heis«t dies: 
Zur Bestimmung eines Parallelogrammes sind nur 
drei Bestandteile erforderlich. 

c) Das Rechteck. Einfacher gestalten sich die vorigen 
Verbal tnisse, wenn die Winkel des Parallelogrammes gleich 
werden, also letzteres in ein Rechteck iibergeht. Ausser der 
Gleichheit der Gegenseiten findet hier noch die Gleichheit der 
Diagonalen statt, weil die Dreiecke ABC und BAD in zwei 

Seiten (AB^BA imd BC^AD) und in 

Fiff. 25. 

dem rechten Winkel libereinstimmen, mithin 

kongruent sind. Da femer von gleichen Linien 

auch die Half ten gleich sein miissen, so hat 

man weiter MA « MB == MC — MD oder 

inWorten: Der Durchschnittspunkt der Diagonalen eines 

Rechtecks ist von den Ecken desselben gleich weit 

entfernt.* 

Mittelst der Bemerkimg, dass das Rechteck als das Doppelte 
eines rechtwinkligen Dreieckes angesehen werden kann, und 
dass letzteres durch seine beiden Katheten schon bestimmt ist, 
hat man noch den Satz: Ein Rechteck wird durch zwei 
in einer Ecke zusammenstossende Seiten bestimmt. 

d) Der Rhombus. Wenn ein Viereck gleiche Seiten ent- 
halt^ so ist AB^BC^CD = DA, und es stimmen daher 

die Dreiecke ABC und CD A in alien Seiten 
iiberein; hieraus folgt ihre Kongruenz und 
weiter LCAB^LACD, mithin AB\\CD, 
ebenso L BCA = LDACxmdBC\\ DA, d. h.: 
Ein Rhombus kann als.Parallelogramm 

* Betrachtet man M als den Mittelpunkt der Hypotenuse des recht- 
winkligen Dreiecks ABC, so kann man den obigen Satz auch folgender- 
massen aussprechen: In jedem rechtwinkligen Dreiecke ist der 
Mittelpunkt der Hypotenuse gleich weit entfernt von den drei 
Spitzen des Dreieckes. 





Fig. 26. 
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mit zwei gleichen aniiegenden Seiten {AD = AB) be- 
trachtet werden. 

Zieht man noch die zweite Diagonale BD, welche die erste 
in M schneidet, so ist AB ^ CB, femer wie bei jedem Pa- 
rallelogramme MA = MC^ endlich MB sich selbst gleich; die 
Dreiecke ABM und CBM sind demnach wegen der tJberein- 
stimmung in alien drei Seiten kongruent, und es folgt daraus 
die Gleichheit der Nebenwinkel AMB und CMB, sowie die 
Kongruenz der vier Dreiecke ABM, CBM, CDM, ADM, 
d. h.: Die Diagonalen eines Rhombus schneiden sich 
rechtwinklig und teilen das Viereck in vier kongruente 
Dreiecke. 

Da hiemach der Rhombus A BCD als das Vierfache des 
rechtwinkligen Dreieckes ABM betrachtet werden kann, so hat 
man den Satz: Der Rhombus ist durch zwei Bestandteile 
bestimmt. 

e) Das Quadrat kann ebensowohl als gleichseitiges Recht- 
eck wie als rechtwinkliger Rhombus betrachtet werden, und 
daher finden alle obigen Satze statt, namlich: Die Diagonalen 
des Quadrats sind einander gleich, schneiden sich 
rechtwinklig und teilen das Viereck in vier kongruente 
gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke. 

Fiir die Bestimmung des Quadrates hat man den einfachsten 
aller bisherigen Satze, namlich: Das Quadrat ist durch seine 
Seite allein bestimmt. 

II. Wie man diese Betrachtungen weiter fortsetzen und 
dadurch die Anzahl der Bestandteile finden konnte, welche zur 
Bestimmung von Fiinf-, Sechsecken u. s. w. notwendig sind, 
erhellt aus dem bisherigen ohne Schwierigkeit; um aber der 
Betrachtung selbst gleich das allgemeinste Geprage zu verleihen, 
woUen wir die Frage beantworten, wieviel im 
allgemeinen Bestandteile gegeben sein miissen, 
damit ein Vieleck von w Seiten bestimmt sei. — 
Denken wir uns ein Vieleck von beliebig vielen 
Seiten und fiber einer Seite AB desselben ein 
Dreieck konstruiert, dessen Seiten AC und BC 
nicht in die Verlangerungen der anstossenden Vieleckseiten 
fallen, so nimmt das Vieleck um eine Seite zu. Von dem 




38 K^P- ^1- ^^^ Zusammenfaang unter d. Bestandteilen geradl. Fig. 

angesetzten Dreiecke m^ssen, wenn dasselbe bestimmt sein 
soll^ drei Bestandteile gegeben sein^ und da einer derselben^ 
die Seite AB^ von Hause aus bekannt ist, so bedarf es nur 
noch der Angabe zweier Bestandteile dieses Dreieckes, d. h. des 
ganzen Vieleckes, weil das Dreieck ein Sttick vom Vielecke ist. 
Mit anderen Worten: wenn die Seitenzahl eines Vieleckes um 
Eins zunimmt^ so wachst die Anzahl der zur Bestimmung des 
Vieleckes notigen Bestandteile um Zwei. 

Gehen wir nun von dem Dreiecke aus, zu dessen Be- 
stimmung drei Bestandteile erfordert wurden, so folgt, dass 
zur Bestimmung 

eines 4Ecks gehoren 5 = 2.4- 3 Bestandteile, 
„ 5 „ „ 7 ««= 2 . 5 — 3 „ 

„ 6 „ „ 9 =» 2 . 6 — 3 „ 

u. s. f. 
Zur Bestimmung eines Vieleckes von wSeiten gehoren 
demnach im allgemeinen 2n— 3 Bestandteile. 

Auch hier konnen, wie beim Viereck, Falle eintreten, in 
welchen man mit einer geringeren Anzahl von Bestandteilen 
auskommt. Bei einem Vielecke z. B., dessen Seiten und Winkel 
gleich sind, d. h. bei einem regelmassigen Vielecke, kennt 
man die Winkel gleich von vornherein [da namlich die n gleichen 
Winkel zusammen die Winkelsumme (2 w — 4) R ausmachen 
soUen, so muss jeder der n*® Teil von (2n— 4)2J sein], und 
man bedarf folglich nur noch der Kenntnis der Seiten, d. h. 
einer Seite, weil samtliche Seiten einander gleich sein soUen. 
Dies giebt den Satz: Ein regelmassiges Vieleck ist durch 
eine seiner Seiten bestimmt. 

* 

Der vorige, von der Bestimmung des Quadrats handelnde 
Satz ist nur ein spezieller Fall dieses Theoremes; das regulare 
Viereck namlich und das Quadrat sind eine und dieselbe Figur, 
wie man sogleich aus den bisher entwickelten Eigenschaften 
des Quadrats erkennen wird. 



Konstruktionen zu Kap. II. 

Wenn wir in dem vorhergehenden gezeigt haben, dass ein 
Vieleck vollig bestimmt ist, sobald nur eine gewisse Anzahl 
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seiner Bestandteile gegeben vorliegt, so haben wir damit be- 
wiesen, dass es jederzeit moglich sein muss, aus einer hin- 
reichenden Anzahl gegebener Bestandteile die iibrigen noch 
unbekannten Teile zu finden, und dieser Nachweis wiirde fur 
eine rein theoretische Auffassung der Wissenschaft hinreichen. 
In der Praxis verlangt man aber mehr; hier genugt die Mog- 
lichkeit nicht, das Unbekannte finden zu konnen, man will 
vielmehr dasselbe in Wirklichkeit hergestellt sehen. Sowie 
man nun in der Arithmetik unbekannte Grossen aus gegebenen 
Grossen ableitet, wenn jene mit diesen in einem bestimmten 
Zusammenhange stehen, so kann man auch in der Geometrie 
unbekannte Gebilde aus bekannten oder gegebenen Gebilden 
ableiten, wenn zwischen beiden ein Zusammenhang stattfindet, 
und so wie dort die unbekannte Grosse gefunden wird, wenn 
man die gegebenen Grossen auf gewisse Weise durch Rechnung 
miteinander verkniipft, so entsteht auch hier das unbekannte 
Gebild aus den bekannten^ indem man letztere auf gewisse 
Weise zu femeren Gestalten miteinander verbindet. Eine 
solche Verbindung gegebener Gebilde, welche zur Kenntnis 
eines gesuchten unbekannten Gebildes fiihrt, heisst eine geo- 
metrische Konstruktion und wird durch diesen Namen in- 
sofern passend bezeichnet, als in der That ein solches Verfahren 
mit einem Zusammenbau gegebener Stiicke Ahnlichkeit besitzt. 
Um aber derartige Konstrnktionen ausfiihren zu konnen, muss 
man eine oder einige der eiufachsten Konstrnktionen voraus- 
setzen; diese Fundamentalkonstruktionen sind: Erstlich, zwi- 
schen zwei gegebenen Punkten eine Gerade zu ziehen, 
und zweitens, aus einem gegebenen Punkte mit einem 
vorgeschriebenen Halbmesser einen Kreis zu be- 
schreiben (mechanisch werden diese Aufgaben bekanntlich 
mit Hilfe des Lineals und Zirkels gelost). Jede Konstruktion, 
welche nur aus einer endlichen Anzahl von Wiederholungen 
dieser Grundkonstruktionen besteht, heisst eine elementar- 
geometrische, dagegen gehort jede Konstruktion, welche noch 
andere ffilfsmittel als Gerade und Kreis voraussetzt, in das 
Gebiet der hoheren Geometrie. 

1. Aus den drei gegebenen Seiten eines Dreieckes 
das Dreieck selbst zu konstruieren, Sind a, 6, c die 
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gegebenen Seiten, so beschreibe man aus dem einen Endpunkte 
von a einen Kreis (oder auch nur Kreisbogen) mit dem Halb- 

messer \ und aus dem anderen Endpunkte von a 
ebenfalls einen Kreis mit dem Halbmesser c ; den 
Durchschnittspunkt beider Kreise verbinde man 
mit den Endpunkten von a durch gerade Linien, 
so hat man das verlangte Dreieck, wie sich aus 
den in § 8 durchgefabrten Betrachtungen auf 
~^ der Stelle ergiebt. Sollten sich die mit den 

Halbmessern ft und c beschriebenen Kreise nicht schneiden, so 
ware aus den Seiten a, & und c auch kein Dreieck moglich; 
dieser Fall wurde z. B. eintreten, wenn ft + c nicht mehr be- 
triige als a. 

Beriicksichtigt man, dass es mittels des angegebenen Ver- 
fahrens immer moglich ist, ein Dreieck zu konstruieren, welches 
mit einem gegebenen Dreiecke in den Seiten ubereinstimmt, 
und bedenkt man weiter, dass bei einer solchen Kopie des Drei- 
eckes gleichzeitig die Winkel kopiert werden, so erhalt man 
eine Konstruktion fiir die folgende Aufgabe: 

2. An den Endpunkt einer gegebenen Geraden eine 
zweite Gerade so anzulegen, dass beide einen gege- 
benen Winkel einschliessen. 1st AG 
die gegebene Gerade und w der gegebene 
Winkel, so verbinde man zwei auf den 
Schenkeln desselben beliebig gewahlte 
Punkte L und -N" durch eine Gerade 
und konstruiere mm ein Dreieck, welches 
die Seiten AB ^ ML, BC ^ LN und 
AC^MN hat; dann sind die Dreiecke BAC und LMN 
wegen der Ubereinstimmung in alien Seiten kongruent und 
folglich ist L BAC ^ L LMN -=^ Wj wie verlangt wurde. In 
der Praxis ist es am bequemsten, die Seiten LM und MN 
einander gleich zu nehmen, so dass w der Winkel an der 
Spitze eines gleichschenkligen Dreieckes wird. 

Von diesem Verfahren zur Abtragung oder Ubertragung 
eines Winkels von einer Stelle zur anderen lasst sich ein 
vorteilhafter Gebrauch zur Losung der folgenden Aufgabe 
macben; 
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3. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu 
Ziehen^ welxjhe einer gegebenen Geraden parallel 
lauft. 1st AB die gegebene Gerade, und 
P der (ausser ihr) gegebene Punkt, so ver- 
binde man denselben mit irgend einem 
Punkte Q der Geraden AB durch eine ge- 
rade Linie RPQ und trage den entstehen- 
den Wipkel JS^^ so an P, dass L RPB^ 
= L RQB wird; es ist dann der Winkelschenkel PB' oder die 
Gerade A'B' parallel zu AB^ wie sogleich aus dem Satze folgt, 
dass zwei Gerade parallel laufen, sobald sie mit einer dritten 
gleiche korrespondierende Winkel bilden. 

Unter den Aufgaben, welche sich durch Ziehen von Paral- 
lelen losen lassen, ist die folgende besonders wichtig: 

4. Eine Gerade von gegebener Lange in eine vor- 
geschriebene Anzahl gleicher Teile zu teilen. Man 
lege an die gegebene Gerade AF unter einem beliebigen 
Winkel eine zweite Gerade Af, welche den Anfangspunkt mit 
der ersten gemein hat; auf dieser zwei ten 

Geraden trage man eine Strecke Ab von ^ b c p e 



willkiirlicher Lange mehrmals hinterein- <^.Jm 

ander auf (Ah ^ be '^ cd ^ de =^ ef), ^ 

und zwar sovielmal, als die Anzahl der ^ f^ 

gleichen Teile betragt, in welche AF ^' 

geteilt werden soil; den letzten so erhal- / ^ 

tenen Punkt f verbinde man mit dem Endpunkte F der ge- 
gebenen Geraden und ziehe nun durch 6, c, d u. s. w. Parallelen 
zu fF, so teilen diese ^P in die verlangte Anzahl gleicher 
Teile. — Zunachst ist leicht zu sehen, dass AF bei diesem 
Verfahren in ebensoviel Teile geteilt wird wie Af] denn da die 
Parallelen 6P, cC, dD u. s. w. nicht zusammentreffen, so schnei- 
det jede die Gerade -4P in einem anderen Punkte und mithin 
entstehen auf AF ebensoviel Teilungspunkte, als auf Af vor- 
handen, also vorgeschrieben waren. Dass aber die Teile AB^ 
BCj CD u. s. w, auch einander gleich sind, erkennt man leicht, 
wenn die Geraden bm, en, dp u. s. w. parallel zu AF gezogen 
werden; es entstehen dann die Parallelogramme BCmb^ CDnc, 
DEpd u. s. w., und in dieseii sind jiach § 10, I die Gegen- 
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seiten einander gleich, also BC ^^hm^ CD « cw, DE = dp 
u. s. w. Kann man nun nachweisen^ dass AB, bm, en, dp 
u. s. w. unter sich gleich sind, so folgt augenblicklich nach dem 
vorigen, dass jetzt auch AB, BC, CD u. s. w. einander gleich 
sind. Die samtlichen Dreiecke AhBj bcm, cdn, dep u. s. w. 
stimmen aber erstlich iiberein in den Seiten Ab, be, cd u. s. w. 
(vermoge der Konstruktion); ferner in den korrespondierenden 
Winkeln BAb, mbc, ncd u. s. w. einerseits und AbB, bcm, 
cdn u. s. w. andererseits, und sind mithin samtlich kongruent; 
daraus folgt denn AB ^bm =^ cn^ dp u. s. w., und nach dem 
obigen AB - BC =^CD^DE u. s. w. 

In dem Falle, wo es sich um eine Teilung in nur zwei 
gleiche Telle handelt, k^n man sich auch eines anderen Ver- 
fahrens bedienen, welches wir, da es kurzer als das vorige ist, 
noch besonders erwahnen woUen. 

5. Eine Gerade von gegebener Lange zu halbieren. 
Man beschreibe iiber und unter der gegebenen Geraden AB 
gleichschenklige' Dreiecke ABC und ABD, was sich nach Nr. 1 

ausfuhren lasst, wenn man A B ^ a und 6 = c 

,,'frj. nimmt; die Spitzen dieser Dreiecke verbinde 

/i\ man durch eine Gerade CD, so schneidet diese 

/ I \ die gegebene Gerade im Halbierungspunkte M. 

' \ Die Dreiecke ACD und BCD stimmen nam- 
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lich in den Seiten AC und BC, AD und BD 
iiberein (vermoge der Konstruktion) und besitzen 
die Seite CD gemeinschaftlich; sie sind mithin 
nach § 9 kongruent, woraus L ACD =» L BCD 
folgt. Die Dreiecke AMC und BMC haben nun erstlich die 
Seite CM gemein, ferner ist in ihnen AC==BC (vermoge 
der Konstruktion), und ausserdem sind nach dem vorigen die 
Winkel ACM und BCM gleich; daraus zusammen folgt die 
Kongruenz der fraglichen Dreiecke (nach § 8, I) und mithin 
ist auch AM = BM, also M der Mittelpunkt von AB. Man 
kann noch bemerken, dass zugleich L AMC ^L BMC, folglich, 
well beide Winkel zusammen zwei Rechte ausmachen, jeder 
gleich einem Rechten sein muss; die Gerade CD bildet also 
mit AB einen rechten Winkel, und man sagt dann: CD steht 
senkrecht auf AB, oder CD ist normal zu AB. 
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Nachdem wir gezeigt haben, wie sich Gerade in beliebig 
viele gleiche Teile teilen lassen, miissten wir nun eigentlich 
zeigen, wie man die Teilung von Wink e In auszufilhren hatte. 
IDiese Aufgabe libersteigt aber die Krafte der Elementargeo- 
metrie; man kann mit Hilfe der geraden Linie und des Kreises 
einen beliebigen Winkel nur in zwei und ausserdem noch den 
rechten Winkel in drei gleiche Teile zerlegen, wie wir in dem 
nachfolgenden zeigen wollen. 

6. Einen gegebenen Winkel zu halbieren. Auf den 
Schenkeln AO und SO des gegebenen Winkels AOB nehme 
man vom Scheitel aus zwei gleiche Ab- 
schnitte OM = ON, sodass also das Dreieck 
OMN ein gleichschenkliges Dreieck sein 
wurde; uber MN als Basis beschreibe man nun 
ein zw.eites gleichschenkliges Dreieck MNP 
(am bequemsten nimmt man MP^ ^-^f), so 
ist die Gerade OP die Halbierungslinie des 
Winkels AOB. Da namlich durch die Konstruktion OM^ON 
und MP^NP geworden und die Gerade OP den Dreiecken 
OMP und ONP gemeinschaftlich ist, so stimmen letztere in 
alien Seiten tiberein und sind folglich kongruent. Man hat 
daher auch LMOP^LNOP, d. h. der Winkel AOB ist in 
zwei gleiche Teile geteilt. 

Die vorstehende Konstruktion andert sich in nichts, wenn 
der Winkel AOB ein gestreckter sein soUte; der halbe Winkel 
MOP ist in diesem Falle ein rechter und man 
hat also dann die Aufgabe: ' 

7. Auf einer gegebenen Geraden 
durch einen in ihr gegebenen Punkt 
eine Senkrechte zu errichten, 

zu gleicher Zeit mit gelost. 

8. Einen rechten Winkel in drei gleiche Teile zu 
teilen. Auf dem einen Schenkel BO des gegebeiien rechten 
Winkels BOC nehme man vom Scheitel aus einen beliebigen 
Abschnitt ON und errichte uber diesem ein gleichseitiges Drei- 
eck ONU'^ halbiert man noch den Winkel NOV desselben 
durch die Gerade OV^ so teilen die Geraden 0(1 und OV den 
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Winkel BOC iu drei gleiche Telle. Da namlicli (nacli § 8, b) 
L NOV - I R ist, so muss L COU ^ R-\Il^\E sein, und 

da ferner jeder der gleichen Winkel UOV 
und NOV die Halfte von NOV, d. h. die 
Halfte von \ R ausmacht^ so betragt jeder 
I Rj also ebensoviel wie L GOV, 

Eehrt man diese Betrachtung um^ so 
erhalt man die Auf losung der ptaktisch nicht 
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unwichtigen Aufgabe: 



9. Auf einer gegebenen Geraden eine durch ihren 
Endpunkt gehende Senkrechte zu errichten. Ist namlich 
der Endpunkt, so nehme man den beliebigen Abschnitt ON, 
bescbreibe liber demselben das gleichseitige Dreieck NOUy 
halbiere den Winkel NOV und mache darauf L VOC ^ L VOV, 
so ist der entstehende Winkelscbenkel OC die gesuchte* Senk- 
recbte. Der Winkel NOC bestebt namlich aus den Winkeln 
NOV und VOC, d. h. NOV und I NOV, und ist folglich 
« IR + iR = R. 

In den beiden Aufgaben 7 und 9, deren Losungen sicb bier 
mit ergaben, lag der Punkt, durch welchen die auf einer Ge- 
raden senkrecht zu errichtende Linie gehen soUte, immer in 
der Geraden selbst; fiir den Fall aber, dass er ausserhalb der- 
selben liegt, gestaltet sich die Sache wie folgt. 

10. Auf eine gegebene Gerade von einem bestimmten 
Punkte ausser ihr eine Senkrechte herabzulassen. Man 
verbinde den gegebenen Punkt P mit einem beliebigen Punkte M 

der cregebenen Geraden AB durch die Gerade 
^P MP, mache auf der anderen Seite der Geraden 

AJB den Winkel BMQ^- dem Winkel BMP 

o irnd nehme MQ ■= MP, so steht die Gerade PQ 

" senkrecht avS AB. — Da namlich JIf P = MQ, 
LOMP=LOMQ und die Seite MO den 
Dreiecken MOP und MOQ gemeinschaftlich 
ist, so sind die letzteren nach § 8, I kongruent; daraus folgt 
L MOP = L MOQ, und da beide Winkel den gestreckten 
Winkel POQ ausfiillen, so ist der letztere in zwei gleiche Teile 
geteilt, d. h. L MOP^ LMOQ = Jt. 
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Zu bemerken ist noch, dass die Gerade MF jederzeit 
grosser als die Senkrechte PO sein muss, weil MP immer dem 
grosseren Winkel gegeniiberliegt. Unter alien Verbindungs- 
linien zwischen einem Punkte und einer Geraden ist also die 
Senkrechte von jenem auf diese die ktirzeste und heisst des- 
wegen auch die Entfernung des Punktes von der Geraden. 

11.. Einen rechten Winkel so zu legen, dass seine 
Schenkel durch zwei gegebene Punkte (A^ B) gehen 
und seinQ Spitze auf eine gegebene 
Gerade {DE) fa lit. Vermoge der Be- o 

merkung, dass in einem rechtwinkligen v^l^ '*^* 

Dreiecke die Spitze des rechten Winkels /Y \ \\v \ 

ebenso weit vom Mittelpunkte der Hy- -^ \-.\ \J^ 

potenuse entfernt ist, als dieser von den '\\ i ^^^/^ 
Endpunkten der Hypotenuse, ergiebt sich ^^'^^^A^^ y' 

folgende Konstruktion: man halbiere die ^j 

Gerade -42? in Jf und beschreibe aus M 
mit MA = M^ als Halbmesser einen Kreis; schneidet dieser 
die Gerade DIH^ in den Punkten C und G\ so sind ACB und 
AC-B die gesuchten Lagen des rechten Winkels. Dass in der 
That sowohl ACB als AC^B ein rechter Winkel ist^ kann 
mittels der Hilfslinie MC oder MC^ gezeigt werden; es ent- 
stehen namlich zwei gleichschenklige Dreiecke ACM \mi BCM\ 
in dem ersten ist L MAC ^L MCA und der Aussenwinkel 
CMB^LMAC + LMCA^2LMCA', im zweiten Dreiecke 
hat man ahnlich LMBC^LMCB \md den Aussenwinkel 
CM A = L MBC + L MCB « 2 Z- MCB, Da nun die Surame 
der beiden Aussenwinkel zwei Rechte betragt, so hat man auch 

2 L MCA + 2L MCB - 2R oder L MCA + L MCB « E, 

also LACB = iJ, wie verlangt wurde. Fur den Winkel ACB 
ist der Beweis ganz analog, indem nur C fur C eintritt. 

Wenn, wie oben vorausgesetzt wurde, der Kreis die Gerade 
zweimal schneidet, so giebt es auch immer zwei Auflosungen 
des Problems; diese konnen verschieden oder gleich sein. Der 
erste Pall findet statt, sobald die Geraden AB und DE sich 
unter irgend einem spitzen Winkel schneiden; denn es sind dann 
die Dreiecke ABC und ABC* nicht kongruent; dagegen ent- 
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steben zwei gleiche Auflostmgen (A ABC^_ A ABC), ^werm 
DE entweder parallel oder rechtwinklig zu AB ist; gelit die 
Gerade DE durch einen der gegebenen Punkte A und JB, so 
degeneriert eines der Dreiecke ABC und ABC zu einer ge- 
raden Linie; hat sie femer mit dem Kreise nur einen Punkt 
gemein, so giebt es nur eine Auflosung, trifft endlich der Kreis 
die Gerade gar nicht^ so hat die Aufgabe keine Losung. Will 
man sich alle diese Falle der Reihe nach zur Anschauong 
bringen, so braucht man die Gerade DE nur um einen Punkt D 
von ihr, dessen Abstand von AB kleiner als der Kreishalb- 
messer ist; herumzudrehen und in verschiedenen Lagen die 
Eonstruktion zu wiederholen; man wird dabei bemerken^ dass 
jederzeit zwei Auflosungen existieren, solange der Durchsehnitt 
von AB und DE zwischen die Punkte A und B fallt. 



Kap. ni. 

Die Vergleichung und Ausmessung der Plachen 

geradliniger Figuren. 



§ 11. 

Tergleichung der Flachen von Drelecken 
und Parallelogrammen. 

Wir nehmen den am Ende von § 10 abgebrochenen Paden 
wieder auf, um die geradlinigen Gebilde aus einem neuen Ge- 
sichtspunkte zu betrachten. Die bisherige Untersuchung be- 
schrankte sich auf die^ so zu sagen^' ausseren Bestandteile 
der geradlinigen Gestalten, auf die Geraden namlich, aus denen 
sie zusammengesetzt sind, und auf die Winkel, welche die 
letzteren miteinander bilden. Sobald aber ein Gebild zu einer 

9 

geschlossenen Figur wird, tritt etwas Neues hervor, namlich 
die begrenzte FTache, welche gewissermassen den Inhalt der 
Figur bildet. Haben wir nun bisher die Vielecke nach ihren 
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Seiten und Winkeln verglichen, so liegt es uns jetzt ob, auch 
die Flachen derselben einer Betrachtnng zu unterwerfen. Diese 
XJntersuchung wftrde sehr kurz ausfallen, wenn wir uns dabei 
auf kongruente Vielecke beschranken woUten, denn es ist un- 
mittelbar klar, dass kongruente Vielecke auch gleiche Flachen 
haben; aber man sieht leicht ein, dass zur Gleichung der 
Flachen die Kongruenz der betreffenden Vielecke gar nicht not- 
wendig ist. Schneiden wir z. B. von einem Vielecke durch 
eine Diagonale ein Dreieck ab und setzen dieses in einer 
anderen Lage irgendwo an das Ubrige wieder an, so entsteht 
ein zweites Vieleck, das oflfenbar dieselbe Flache wie das ur- 
sprungliche besitzt, ohne ihm kongruent zu sein. Es ergiebt 
sich daraus sogleich die Frage, womit wir uns zu beschaftigen 
haben; sie lautet: Unter welchen Umstanden sind Vielecke, ab- 
gesehen von ihrer Gestalt, einander an Flache gleich? Die 
Merauf beziigliche Untersuchung wurde mit dem einfachsten 
Poly gone, namlich mit dem Dreieck, anzufangen sein; man 
kann aber, ohne etwas Wesentliches zu andern, auch das Paral- 
lelogramm zum Ausgangspunkte wahlen, weiljedes Dreieck als 
die Halfte eines Parallelogrammes angesehen werden darf. 

I. Sind zwischen parallelen Geraden zwei Parallelogramme 
ABCD und A'B'C'D' gezogen, welche in den Seiten AB 
und A'B^ (den Grundlinien) iibereinstimmen, so entstehen 
zwei Trapeze AA'D'D und BB'C'C, die 

Visr S8 

zur Deckung gebracht werden konnen, ^ / 

wenn man das zweite um AB = A^B^ "j T'\ \ 
verschiebt, bis B C auf ^ D fallt. Hieraus / / \ \ 

folgt unmittelbar die Kongruenz dieser ^ -^ jj \/ 

Trapeze und daraus die Gleichheit ihrer 

Flachen. Nimmt man von jedem derselben das Trapez BA'B^C 
weg, so bleibt von dem ersten das Parallelogramm ABCD, 
vom zweiten das Parallelogramm A'B^C^D'] diese Reste miissen 
aber nach einem bekannten Grundsatze gleich sein, d. h.: Pa- 
rallelogramme, welche zwischen denselben Parallelen 
liegen und gleiche Grundlinien haben, besitzen gleiche 
Flachen. 

Man kann diesen wichtigen Satz noch auf einen anderen 
Ausdruck bringen, welcher sich durch seine Kiirze empfiehlt. 



' 
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Lasst man namlich von zwei Punkten M and N einer Paral- 
lelen Senkrechte auf die andere Parallele herabfallen, so sind 
diese Senkrechten MP und NQ einander parallel^ weil sie mit 
der Geraden PQ gleiche korrespondierende Winkel bilden; das 
Viereck MNQP ist mithin ein Parallelogramm (spezieller ein 
Rechteck), und in diesem sind die Gegenseiten MP und NQ 
gleich; d. h.: Parallele Gerade haben iiberall gleiche Entfernung 
Yoneinander. Nennen wir nun Ho he eines Parallelogramines 
die Entfernung der Grundlinie von der Gegenseite, so lautet 
der oben ausgesprochene Satz folgendermassen: Parallelo- 
gramme von gleichen Grundlinien und gleichen Holien 
haben gleiche Flachen. 

Da Yon zwei gleichen Grossen auch die Halften gleich 
sind^ so folgt hieraus unmittelbar der Satz: Dreiecke von 
gleichen Grundlinien und gleichen Hohen besitzen 
gleiche Flachen. 

II. Dier vorigen Vergleichung zweier Parallelogramme, die 
in einer Seite (der Basis), nicht aber in den Winkeln uberein- 
stimmen, lasst sich eine andere Vergleichung gegeniiberstellen, 

bei welcher die Paralleloirramme einen 
gemeinsamen Winkel, aber Yerschiedene 
Seiten besitzen. Zieht man namlich durch 
einen Punkt F in der Diagonale BD eines 
Parallelogrammes ABGD Parallelen zu 
den Seiten des Vierecks, so zerfallt dieses 
in die Yier Parallelogramme DEFGy A IFF, CGFH, BHFI, 
von denen das erste und letzte in Dreiecke geteilt sind; dabei 
gelten folgende Beziehungen: 

in dem Parallelogramme ABCD, AABD^ACDB, 
„ „ „ DEFG, A DEF = A GDF, 

„ „ „ BHFI, A FIB ^AHFB, 

Nehmen wir die beiden letzten Flachen von der ersten 
weg, so miissen gleiche Flachen iibrig bleiben; linker Hand 
besteht dieser Rest aus dem Parallelogramme AIFE, rechts aus 
dem Parallelogramme CGFH, diese Flachen sind also gleich, 
und man hat daher den Satz: Legt man durch einen Punkt 
der Diagonale eines Parallelogrammes Parallelen zu 
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den Seiten desselben, so sind die auf entgegengesetz- 
ten Seiten der Diagonale liegenden neuen Parallelo- 
gramme an Flache gleich. 



Fig. 40. 




§12. 
Yergleichung der FIS.chen yon Bechtecken und Quadraten. 

I. Das am Ende des vorigen Paragraphen ausgesprochene 
Theorem gestattet eine wichtige Anwendung auf das Rechteck 
ABCD, und zwar ist es hier von Inter- 
esse, den Punkt F so zu wahlen, dass 
eins der Rechtecke AIFE und GGFH, 
etwa das letztere^ zu einem Quadrate 
wird; man erreicht dies leicht, indem 
man den rechten Winkel bei C halbiert 
und zum Punkte F den Durchsclinitt 
der Halbierungslinie mit der Diagonale BD nimmt. Es ist nun 
das Quadrat CGFH gleich dem Rechtecke AEFI, dessen 
Seiten sich naher angeben lassen, wenn man auf FD in D 
eine Senkrechte errichtet, welche die Verlangerung von FE 
in K schneidet. Zufolge dieser Eonstruktion ist namlich 

L EDF+LEDK^M, 

andererseits in dem rechtwinkligen Dreiecke DEF 

LEDF+LDFE-^R, 

mithin durch beiderseitige Vergleichung 

L EDK « L DFE = L HFB. 

Die Dreiecke EDK und HFB stimmen also in den gleich- 
namigen Winkeln iiberein, sie sind femer beide rechtwinklig; 
endlich ist noch ED = HF^ weil beide Linien «- FG sind; 
aus dieser Ubereinstimmung in einer Seite und zwei Winkeln 
folgt nun die Kongruenz der Dreiecke EDK und HFB, daraus 
EK -^ HB Oder EK •== EA. In Beziehung auf das rechtwink- 
lige Dreieck FDK betrachtet, hat das Quadrat CGFH die 
Senkrechte DE zur Seite, und die Seiten des Rechteckes AEFI 
bestehen aus den Abschnitten EF und EK — EA der Hypo- 
tenuse; ware das rechtwinklige Dreieck FDK zuerst gegeben, 
so wiirde man dasselbe immer zu der obigen Pigur erganzen 

SchlOmiUh, Geom. d Mafies I. 7. Aufl. 4 
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konnen, nnd demnach hat man den Satz: In jedem recht- 
winkligen Dreiecke ist das Quadrat iiber dem yon der 
Spitze des rechten Winkels anf die Hypotenuse ge- 
fallten Perpendikel an Flache gleich dem Rechtecke 
aus den Abschnitten der Hypotenuse. 

n. Das rechtwinklige Dreieck bietet noch eine zweite Q-e- 

legenheit zur Vergleichung der Plachen eines Quadrates und 

Fig. 41. eines Rechteckes. Ist namlich ACB eiu 

bei C rechtwinkliges Dreieck und ACDE 
das Quadrat der einen Eathete desselben^ 
mithin AE\\CI), so kann man aus den 
Seiten AB und AE leicht auf die Weise 
^ einParallelogramm konstruieren^ dass man 
CD aber D hinaus verlangert und durch E eine Parallele zu 
AB legt, bis sie jene Verlangerung in F schneidet. Die Paral- 
lelogramme ACDE und ABFE besitzen jetzt gleiche Hohen 
und gleiche Grundlinien {CD ^ AE ^ DF), mithin ist das 
Quadrat ACDE an Flache gleich dem Parallelogramme ABFE. 
— Fallt man weiter von A und B aus auf die (notigenfalls 
verlangerte) Gerade FE die Senkrechten AG iind BH, so 
haben die Parallelogramme ABFE und ABHG die Gerade 
AB zur gemeinsamen Grundlinie und ausserdem die namliche 
Hohe AG ^ BH, mithin wiederum gleiche Flachen. Es ist also 
einerseits ABFE -^ ACDE, andererseits ABFE ^ ABHG, 
mithin das Quadrat ACDE gleich dem Rechtecke ABHG. 
Letzteres hat zur einen Seite AB die Hypotenuse des Drei- 
ecks ABC, die andere Seite BH bestimmt sich, wenn man 
von C auf AB die Senkrechte CK herablasst. Aus ahnlichen 
Grtinden wie in Nr. I ist dann L ACK^ L CBK oder, wenn 
man flir letzteren den korrespondierenden Winkel BFH setzt; 
L ACK^ L BFH, femer LAKC^L BHF^R, endUch AC 
^BF, weil beide lAxn&iL^AE sind. Die Dreiecke ACK 
und BFH stimmen also in einer Seite und zwei Winkeln 
tlberein^ sind mithin kongruent und lief em die Beziehung 
AK^ BH, welche zeigt, dass die Rechtecksseite BH gleich 
dem an der Eathete AC liegenden Abschnitte der Hypotenuse 
ist. Dies giebt den Satz: Fallt man in einem rechtwink- 
ligen Dreiecke eine Senkrechte von der Spitze des 
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rechten Winkels auf die Hypotenuse^ so i'st das Quadrat 
irgend einer Eathete gleich dem Rechtecke aus der 
Hypotenuse und dem an jener Eathete liegenden Ab- 
schnitte derselben. 

Man kann diesen Satz mit Hilfe einer neuen Benennung 
etwas anders ausdriicken. Lasst man namlich von den End- 
punkten P und Q einer beliebigen geraden oder krummen Linie 
Senkrechte auf eine Gerade AB herab und bezeichnet die Puss- 
punkte dieser Senkrechten mit P' und Q\ so nennt man nicht 
selten die Strecke PQ^ die Projektion der Linie PQ] der 
obige Satz lautet dann: Projiziert man die Eatheten eines 
rechtwinkligen Dreieckes auf die Hypotenuse, so ist 
das Quadrat irgend einer Eathete gleich dem Recht- 
ecke aus ihrer Projektion und der Hypotenuse. 

in. Das vorstehende Theorem fiihrt zu einer bemerkens- 
werten Folgerung, wenn man dem Rechtecke eine etwas andere 
Lage giebt. Ist namlich ABNM das Quadrat 
der Hypotenuse und CKL die bis zum Durch- 
schnitte mit MN verlangerte Senkrechte, so 
hat man 

Quadrat fiber AC gleich dem Rechteck AKLMy 
„ „ -BC? „ „ „ BKLN', 

durch Addition ergiebt sich links die Summe 
der Quadrate iiber AC und jBC, rechts das 
Quadrat ABNM, welches jener Summe gleich -^ 
sein muss; d. h.: In jedem rechtwinkligen Dreiecke ist 
die Summe der Eathetenquadrate gleich dem Hypo- 
tenusen quadrate. 

Nach seinem Erfinder fuhrt dieses Theorem den Namen 
des Pythagoraischen Lehrsatzes.* 




* Ein sehr anschaalicher Beweis desselben ist folgender. ABC sei 
das rechtwinklige Dreieck, fiber dessen Hypotenase BO das Quadrat BCBE 
konstrniert ist; klappt man das Dreieck ABC um, so dass es in die 
Lage MBC kommt, so zerf^Ut der rechte Winkel BCB in zwei Winkel 
BCM \mdi MCB, wobei L BGM -i- L MCD == B; ausserdem ist auch 
L BCM -\- L CBM^ B; durch Vergleichung mit dem vorigen und durch 
beiderseitige Subtraktion von L BCM folgt hieraus, dass L MCD » L CBM 
ist. Man gewinnt also Plaiz, um das Dreieck ABC zum zweiten Male 
« 4* 
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§ 13. 

Die Yerwandlnng der Yielecke in andere yon 

gleicher FlS.che. 

I. Die Satze der vorigen Paragraphen liefern die Mittel, 
um Vielecke in andere zu verwandeln, welche dieselben Flachen, 

aber weniger Seiten besitzen. 1st z. B das 

^ ^/ Vieleck ABCDEFG gegeben, so schneide 

^y^^^^^^^^^^^^^Z^ ^^^^ davon mittelst der Diagonale AF ein 

\'"- -^^ Dreieck AFG ab und lege durch G eine 

Av J^ Parallele zur Diagonale. Verlangert man 

\s^^___-^ darauf die Seite FFy bis sie jener Paral- 

lele in 6r' begegnet, und zieht AG\ so 
entsteht ein Dreieck AFG\ welches dieselbe Flacbe wie AFG 
besitzt. Wenn man nun zu dem tlbrigen Vielecke FABCDF 
das Dreieck AFG^ hinzusetzt, so ist an die Stelle des weg- 
genommenen Dreieckes {AFG) ein gleich grosses getreten, und 
demnach hat sich die Flache des ganzen Vieleckes nicht ge- 
andert; dagegen enthalt das neue Vieleck ABCDEFG^ eine 



in das Qaadrat BCDE zu legen, und zwar so, dass die Hypotenuse 
auf CD und die l3.ngere Kathete an CM zu liegen kommt und dem- 
nach CDN das zweite zm. ABC kongruente Dreieck ist. 
Man iibersieht auf der Stelle, wie sich dieses Yerfahren 
fortsetzen l&sst und dass hierbei das Quadrat BCDE 
in fiinf Stiicke zerfdllt; in die vier zu -^BOkongruenten 
Dreiecke BCM, CBN, DEP, EBQ und in das Quadrat 
MNPQ, dessen Sdite nichts anderes als der IJnterschied 
unter den Eatheten des ursprunglichen Dreieckes ist 
(man hat namlich MN = CN -CM^AB-- AC, 
ebenso JVP = DP - BN = AB - AC u. a. w.). Diese 
fiinf Bestandteile lassen sich aber auch auf andere 
Weise anordnen, wenn man namlich die vier Dreiecke nicht mit den 
Eatheten, wie es hier der Fall ist, sondem mit den Hypotenusen anein- 
ander legt. Dies geschieht auf folgende Weise: 

Wir stellen in Fig. 44^ zuerst das Dreieck BCM auf und lehnen 
daran das zweite Dreieck (CDN in Fig. 44a) so, dass die Hypotenusen 
zusammenfallen und ein Bechteck BMCF entsteht. Daneben legen wir 
das dritte Dreieck CGH (in Fig. 44a DEP) und an dieses das vierte, 
^hnlich wie vorhin, so dass beide zusammen das Bechteck CGHI aus- 
machen. In den Winkei FIH bringen wir endlich noch das funfte Sttick 
(in Fig. 44a MNPQ), sodass jetzt ein Sechseck BMGHLK entstanden 
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Seite weniger als das ursprnngliche, weil EF und F& in 
gerader Linie liegen, also nur eine Seite E& ausmachen. — 
Dieses Verfahren kann mehrmals nacheinander angewendet 
werden, um successiv die Seiteneahl des Vieleckes (jedesmal 
um Eins) zu vermindern ; beim Dreieck aber verbietet sich die 
weitere Anwendang von selbst durch den Umstand, dass das 
Dreieck keine Diagonalen besitzt. Jedes Vieleck lasst sich 
demnach in ein Dreieck von gleicher Flache ver* 
wandeln. 

1st man auf dem vorigen Wege zu dem Dreiecke ABC 
gelangt, so kann man dieses noch in ein Parallelogramm um- 
setzen; halbiert man namlich eine Seite BC 
in Dj zieht durch 7) eine Parallele zvl AB 
und durch B eine Parallele zu AC, welche 
die erste Parallele in F schneidet, so ist in 
den Dreiecken DCE und DBF der Kon- 
struction zufolge BD = CB, ferner L BDF^ L CDE (Scheitel- 
winkel) und LDBF^LDCE (Wechselwinkel). Die Dreiecke 

ist, welches dieselbe Flache wie das friihere Quadrat BODE besitzt. 
Verlangem wir die Gerade KL, bis sie MG in S schneidet, so zerfallt 
jenes Sechseck in zwei Rechtecke BMSK und SGHL, uber welche 

Pig. 44 ff. 

A 






folgendes zu bemerken ist. Es war IL = C8 der Unterschied beider Ka- 
theten und CM die kleinere Eathete, beides zusammen giebt die grdssere 
Eathete, mithin ist MS *» MB, folglich das Rechteck BMSK ein Quadrat 
und zwar das uber der grdsseren Eathete konstruierte Quadrat; ferner 
war CG die grOssere Eathete, der Unterschied beider Eatheten C7iS^ davon 
abgezogen, giebt die kleinere Eathete, mithin ist 8G ^ GH, folglich das 
Rechteck SGHL ein Quadrat und zwar das Quadrat der kleineren Eathete. 
Die beiden Quadrate BMSK und SGHL fiillen zusammen das Sechseck 
BMGHLK und dieses kommt dem Quadrate BODE in Fig. 44a gleich, 
es ist also in der That das Hypotenusenquadrat aus denselben Stucken 
zusammengesetzt, wie die Summe der Eathetenquadrate. 



\ 
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BFD nnd CED sind denmach kongment (§ 7), also auch Ton 
gleicher Flache. Schneidet man yon dem Dreiecke ABC das 
Dreieck CDE ab and setzt statt dessen das gleicbe Dreieck 
BDF zn, so ist das entsiebende Parallelogramm ABFE dem 
Dreiecke ABC an Flache gleich; man bat daber den Satz: 
Jedes Yieleck lasst sicb in ein Parallelogramm ▼on 
gleicher Flache yerwandeln. 

Fallt man Yon den Ponkten E und F auf die yerlangerte 
AB He Senkrecbien EG nnd FHy so entsteht ein Recbteck 

EFHGy welches dem ParaUelogramme 
^** ^ AEFB an Flache gleich kommt; d. h.: 

Jedes Yieleck kann in ein Recbteck 




-y yon gleicher Flache verwandelt 

werden. 

Um endlicb aus diesem Rechtecke ein Quadrat zu machen, 

benutzen wir den in § 12, I bewiesenen Satz in Yerbindung 

mit der Aufgabe 11 im Anbange zn E^ap. II. Es kommt nam- 

lich darauf an, ein recbtwinkliges Dreieck zu konstruieren, in 

welchem die Rechtecksseiten EF und EG als Abschnitte der 

Hypotenuse erscheinen; das Quadrat des auf die Hypotenuse 

gefallten Perpendikels ist dann das gesucbte Quadrat. Man 

Fiir. 48. erreicbt dies leicbt, wenn man auf der Yer- 

^,^' .., langerung von FE die Strecke EK « EG 



/ 



A 



E 

a 



\ nimmt, femer GE yerlangert und einen 

* 

^ \ ^ rechten Winkel so legt, dass seine Schen- 

kel durch die Punkte F und K gehen und 
^ seine Spitze auf die Yerlangerung yon GE 
fallt, wenn man also FK in M halbiert iind mit MK als 
Halbmesser aus M einen Kreis beschreibt, welcber die yer- 
langerte EG in dem gesuehten Winkelscheitel schneidet. Ist 
hiermit die Seite EL des gesuehten Quadrates bestimmt, so 
kann man sagen: Jedes Yieleck lasst sicb in ein Qua- 
drat yon derselben Flache yerwandeln. 

II. Wir denken uns jetzt mebrere nebeneinander liegende 
Yielecke und jedes derselben mittelst der obigen Eonstruktionen 
in ein Quadrat yerwandelt; wir baben dann ebenso yiel einzelne 
Quadrate, und es entsteht yon selbst die Frage, ob sicb diese 
Flachen nicht zu einem einzigen Quadrate yereinigen lassen. 
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In der Beantwortung dieser Prage liegt nun die Bedeutung des 
Py thagoraischen Satzes ; sind namlich zwei Quadrate vorhanden, 
von denen das eine die Seite AB^ das andere die rig. 49. 
Seite AC besitzt, so kann man diese Seiten zu 
Katheten eines rechtwinkKgen Dreiecks BAG 
nelimen, und es ist das Quadrat fiber der Hypo- 
tenuse BC gleich der Summe der Quadrate tlber 
den Katheten ^5 und AG. Durch mehrmalige 
Anwendung dieses Verfabrens ist man im stande, 
beliebig viele Quadrate zu einem einzigen Quadrate zusammen- 
ziiziehen. Mit Riicksicht auf das vorige giebt dies den Satz: 
Beliebig viel gegebene Vielecke lassen sich jederzeit 
zu einem Quadrate vereinigen, dessen Flache die 
Summe von den Flachen jener Vielecke ausmacht. 

Der Pythagoraische Satz vermittelt iibrigens nicht nur die 
Addition, sondem auch die Subtraktion der Flachen, sobald 
letzere auf Quadrate zuriickgefuhrt sind. Das Quadrat irgend 
einer Kathete ist namlich der Unterschied zwischen dem Hypo- 
tenusenquadrate und dem Quadrate der anderen Kathete; will 
man also zwei quadratische Flachen voneinander subtrahieren, 
so braucht man nur ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, 
welches die Seite des grossem Quadrats zur Hypotenuse imd 
die des kleinern zur Kathete hat; die audere Kathete ist dann 
die Seite desjenigen Quadrats, dessen Flache den Unterschied 
unter den Flachen der gegebenen Quadrate darstellt. 

Nicht minder leicht ist die Multiplikation der Quadrate, 
d. h. die Konstruktion eines Quadrats, dessen Flache ein Viel- 
f aches, etwa das w-fache einer gegebenen Quadratfiache aus- 
macht. Stellt man namlich das gegebene Quadrat w-mal zwischen 
zwei Parallelen auf, und rdckt diese n- Quadrate aneinander, so 
entsteht ziinachst ein Rechteck, welches das gegebene Quadrat 
n-mal enthalt. Dieses Rechteck lasst sich wieder in ein Quadrat 
verwandeln, und letzteres ist das gesuchte Quadrat. 

XJm endlich die Division der Quadrate auszufuhren, d. h. 
um ein Quadrat zu konstruieren, dessen Flache der n*® Teil 
einer gegebenen Quadratfiache ist, teilt man zunachst die eine 
Seite des gegebenen Quadrats in w-gleiche Teile und zieht 
durch alle Teilpunkte Parallelen zur Nebenseite. Das Quadrat 
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zerfallt jetzt in n-kongruente Rechtecke und es ist mitfain eine 
solche Rechteckflache gleich dem n**" Teil der Quadraiflache; 
yerwandelt man dieses Rechteck in ein Qnadrat, so gentLgt 
letzteres den Bedingungen der Aufgabe. 

An die hiermit beendigten Vergleichungen und Verwand- 
lung der Flachen geradliniger Vielecke schliesst sich die so- 
genannte Ausmessung derselben. Dieser muss aber die Aus- 
messung der Seiten vorangehen^ und wir holen daher an dieser 
Stelle nach^ was im Anfange des § 2 iibergangen wurde. 

§ 14. 
Die LS.ngenyergleichnng gerader Linien. 

Wenn zwei begrenzte Gerade vorliegen, so konnen zivei 
verschiedene Falle eintreten; entweder ist namlich die langere 
von beiden ein Vielfaches der kiirzeren oder nicht. Im ersten 
Palle, wo also, wie man zu sagen pflegt, die kleinere Linie in 
der grosseren aufgeht, nennt man die erste das genaue Mass 
der zweiten; wenn dagegen die kleinere Linie in der grosseren 
nicht aufgeht, so sind zwei Unterfalle moglich; es giebt nam- 
lich entweder eine dritte Linie ^ welche sowohl in der einen als 
in der andem aufgeht , oder es existiert keine solche Linie. 
Bezeichnen wir zwei gegebene Linien kurz mit a und b, wobei 
a die kleinere sein moge, so nennen wir eine dritte Linie m^ 
welche in a und b gleichzeitig aufgeht, das gemeinschaft* 
liche Ma^s yon a und b und wir sagen dann von a und b: 
sie sind kommensurabel; dagegen heissen a und b inkom- 
mensurabel, wenn sie kein gemeinschaftliches Mass haben* 

Es kniipft sich an diese Erklarungen noch eine einfache 
Bemerkung. Geht m in d auf, so geht es offenbar auch in 
2df 5dy Ad u. s. w. auf, d. h.: Das Mass einer Linie ist zugleich 
ein Mass ihrer Vielfachen. Nehmen wir eine zweite grossere 
Linie e hinzu, welche ebenfalls m zum Masse hat, so geht nun 



* Wir sind hier zu den inkommenBurabeln Linien durch eine rein 
logische Untersclieidung gekommen, aus welcher sich nicht beurteilen 
VSMftt, ob es dergleichen Linien giebt oder nicht. Dass aber in Wirk- 
lichkeit inkommensurable Linien vorkommen, werden wir bald an einem 
Beispiele zeigen. 
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m auch in e ± d, 6 + 2d, e ± 3d u. s. w. auf ; bezeichnen wir 

daher mit X eine ganze positive Zahl, so haben wir den Satz: 

Wenn m ein gemeinschaftliches Mass von d und e ist, 

so muss es jederzeit in e ± Id aufgehen. 

Sind nun zwei Gerade a und h gegeben, so kommt es vor 

allem darauf an^ zu entscheiden^ ob sie ein gemeinscbaftliclies 

Mass besitzen oder nicht^ ob sie also kommensurabel oder in- 

kommensurabel sind. Hierzu dienen folgende Betrachtungen. 

Wir nehnien die kleinere der Linien (a) so oft von der grosseren 

(&) weg, als es geht, d. h. wir untersuchen^ wieviel mal a in 6 

enhalten ist; bierbei wird (wenn nicht h gerade ein Vielf aches 

von a ausmacht) ein Rest r bleiben, welcher weniger als a 

betragt. Nennen wir X die Zahl, welche angiebt, wieviel mal 

a von h weggenommen wurde, so haben wir die Gleichung 

6 — Xa «= r oder , 

'^ Xa •\- r. 

Nehmen wir jetzt r, welches kleiner als a ist, soviel mal als 
moglich von a weg, so bleibt im allgemeinen wieder ein Rest, 
der rj heissen moge und kleiner als r ist; bezeichnen wir mit 
\^ die Zahl, welche angiebt, wie oft r von a weggenommen 
wurde, so ist weiter a — X^r '^ r^ oder 

a «»= X^r + rj. 

Wiederum nehmen wir jetzt r^ so oft als moglich von r weg 
und kommen so auf einen femeren Rest r^ < ^i j ^md wenn 
jene Wegnahme Ag-mal geschah, so ist r — X^r^^ ^rg^oder 

Man libersieht auf der Stelle, wie sich dieses Verfahren weiter 

fortsetzen lasst und dass man damit die folgende Reihe von 

Gleichunffen erhalt: 

^ Xa + r, 

a = A^r + r^, 

r - X^r^ + r^, 

^1 = h^i + hj 

^2 '^ ^4*'8 • ^4? 



worin die Grossen ft, a, r, fj, r^, r^ u. s. w. eine abnehmende 
Reihe bilden, weil jede derselben kleiner als die vorhergehende 
und grosser als die nachfolgende ist, — Bex der Ausfuhrung 
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dieses Yerfahrens konnen nar zwei yerschiedene Falle eintretenr 
entweder namlich kommt man einmal auf einen Rest gleich 
NuU^ oder die Reste gehen, immer kleiner werdend^ ins Un- 
endliche fort, ohne zu Null zu werden (wie z. B. die Bruclie 
^9 87 "4? i ^' ^- ^0- Diese Falle bedtlrfen einer genaaen 
Untersuchung. 

I. Wird irgend einer der Reste gleich Null, etwa r^, so 
erhalten wir eine endliche Reihe yon Gleicliungen, namlich: 

b '^ ^a + r, 

r - Agfi + r^, 

Hier ist nun r^ ein Mass von r^, weil es darin Ag-mal ent- 
halten ist, und man kann daher sagen, r^ sei das gemein- 
schaftliche Mass von r^ und r^. Da l^ eine ganze Zahl be- 
deutet, so folgt hieraus nach dem friiheren Satze, dass r^ in 
^A^s'^^A} d. h. in rg aufgeht; weil aber r^ vorhin auch in r^ 
aufging, so ist jetzt r^ das gemeinschaftliche Mass von r^ und 
r^. Nach dem schon einmal benutzten Satze geht jetzt r^ auch 
in l^r^ + ^3? d. h. in r^ auf, mithin geht es in r^ und r^ zu- 
gleich auf, ist also das gemeinschaftliche Mass von r^ und r^. 
Eben deswegen geht nun r^ in l^r^ + r^, d. h. in r auf, folglich 
gleichzeitig in r^ und r, und ist daher das gemeinschaftliche 
Mass von r^ und r. Daraus folgt weiter, dass r^ in A^r + rj, 
d. h. in a aufgeht und somit das gemeinschaftliche Mass von 
r und a ist. Weil endlich r^ in r und a zugleich aufgeht, so 
geht es auch in la + r, d. h. in 6 auf und ist folglich das ge- 
meinschaftliche Mass von h und a. Der letzte Rest r^ ist also 
das gemeinschaftliche Mass von a und 6, und da man auf der 
Stelle iibersieht, dass die obigen Schltisse in jedem Falle an- 
gewendet werden konnen, wo es uberhaupt einen letzten Rest 
giebt, so haben wir den Satz: Sobald einer der Reste r^ 
rj, rg u. s. w. verschwindet, sind die Linien a und h 
kommensurabel, und der letzte nicht verschwindende 
Rest ist ihr gemeinschaftliches Mass. 
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II. Wenn dagegen keiner der Reste r, r^, r^ u. s. w. ver- 
schwindet^ so sind die vorigen Schliisse nicht mehr anwendbar^ 
und dies scheint darauf hinzudeuten^ dass es in diesem Falle 
kein gemeinschaftliches Mass fiir a und b giebt. Urn dariiber 
ins klare zu kommen, woUen wir annehmen^ es existiere ein 
solches gemeinschaftliclies Mass m^ und zusehen^ was daraus 
folgt. Stellen wir die vorigen Gleichungen in der nachstehen- 
den Form dar: r ^b — ka 

n - « - ^1^ 

*^8 "" ^1 ~" ^8*^2 

U. S. f., 

SO gelten folgende Schltisse. Weil m der Voraussetzung nach 
in a und b aufgeht und A eine ganze Zafal ist, so muss es nach 
dem fruheren auch in b — Xa^ d. h. in r, aufgehen und ist 
folglicb zugleicb das gemeinschaftliche Mass von a und n 
Eben deswegen muss w in a — A^r, d. h. in r^ aufgehen, d. h. 
das gemeinschaftliche Mass von r und r^ sein. Eine weitere 
Polge hiervon ist, dass w in r — Ajr^, d. h. in rg aufgeht u. s.w. 
Man iibersieht gleich, dass die Fortsetzung dieser Schlussweise 
zeigt, dass m gleichzeitig in alien Resten r, 1*1, r^, r^ u. s. w. 
aufgehen muss. Diese Reste sind also Vielfache von m und 
daher konnen wir, mit /it, ft^, f*27 f*8 u. s. w. ganze positive 
Zahlen bezeichnend, r=«ftw, ^i=*f*iW, r^'^ii^m u. s. w. setzen. 
Nun bilden aber die Reste r, r^, r^ u. s. w. eine abnehmende 
Reihe, xmid daher mtUsste jetzt 

das heisst 

f* > f*l > f*2 > 1^8 • • 

sein. Wenn nun eine Reihe ganzer positiver Zahlen, von 
irgend einer Stelle anfangend, fortwahrend abnimmt, so muss 
notwendig eine von ihnen der Null gleich werden; also gabe^ 
es auch einen Rest = 0. Dies widerspricht aber der Voraus- 
setzung, dass die Reihe der Reste ins Unendliche fortgeht, 
ohne dass einer verschwindet; es muss daher die Voraussetzung, 
dass fiir a und b ein gemeinschaftliches Mass m existiere, falsch 
gewesen sein, und wir konnen deshalb behaupten: Wenn 
keiner der Reste r, r^, r^ u. s, w. verschwindet, giebt es 
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kein gemeinschaftliches Mass fiir die Liuien a und b] 
letztere sind dann inkommensurabel. 

Hiermit sind wir also zu einem Kennzeichen gelangt, nach 
welchem sich in jedem Falle die Kommensurabilitat oder In- 
kommensurabilitat zweier Linien sicher entscheiden liisst. 
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§ 15. 
Das TerhSltnis zweier begrenzten Oeraden. 

I. Hat man von zwei kommensurabeln Geraden a und b 
das gemeinschaftliche Mass m gefunden, so ist es immer leicht, 
das numerische Verhaltnis derselben anzugeben; nennen wir 
namlich a die Zahl, welche angiebt, wie oft m in a enthalten 
ist, und ebenso /3 die Zahl, welche sagt, wieriel mal m in b 

steckt, so nennen wir den Quotienten das Verhaltnis der Ge- 

raden a und b (indem sich 6 zu a wie /3 zu a verhalt). Die 
Zahlen a und j3 lassen sich immer ausmitteln, wenn man das 
gemeinschaftliche Mass m sowohl in a als in 6 eintragt und 

zusieht, wie oft das Eintragen moglich ist; man 
kann aber auch einen etwas anderen Weg ein- 
schlagen, welchen man am besten aus einem Bei- 
spiele erkennen wird. Es seien Ali und CD die 
gegebenen Geraden a und 65 man findet dann nach 
dem im vorigen Paragraphen beschriebenen Ver- 
fahreri b ^ la + r, 

a = 3r + r^, 

r = 2r^ + r^, 

r^^ Ir^ + r^y 

und da r^ der letzte nicht verschwindende Rest 
ist, so haben wir hiermit das gemeinschaftliche 
Mass (^3 = m) von a und b gefonden. Setzen wir 
statt r^ in der vorletzten Gleichung seinen aus der 
£l I 1 letzten Gleichung fliessenden Wert 2^3, so wird 

^i« 1.2r3 + rs«3r8, 

und dies giebt, in die drittletzte Gleichung eingeffihrt, 



r«2.3r- + 2r, =»8r 



8 



8* 
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Setzen wir femer in der zweiten Gleichung fur r und r^ ihre 
TVerte, so wird ^. . ^ __ 

und jetzt verwandelt sich die erste Gleichung in 

h = 27^3 + 8r3 « 35r3, 

sodass also das gemeinschaftliche Mass r^ in a 27 mal und in 

35 
h 35 mal enthalten ist. Demnach giebt der Bruch '^ das Ver- 

haltnis beider Geraden an, oder man hat 6 : a = 35 : 27. Dass 
eine solche von der letzten Gleichung an rtickwarts schreitende 
oder aufsteigende Substitution jederzeit moglich ist, wird aus 
diesem Beispiele hinreichend erhellen. 

II. Anders gestaltet sich die Sache in dem Falle, wo 
a und h inkommensurabel sind, weil hier keine letzte Gleichung 
existiert und folglich eine von unten nach oben gehende Sub- 
stitution keinen Anfang fande. Wir wenden dann folgendes 
Verfahren an. — Von der grosseren Linie 6 nehmen wir wie 
vorhin die kleinere a soviel mal als moglich weg, wodurch 

wir die Gleichunff , 

s h^xa + r 

erhalten, worin x (wie friiher A) eine ganze positive Zahl und 

der Rest r <Ca ist. Von dem Reste r bilden wir nun ein Viel- 

f aches, am bequemsten das Zehnfache, und tragen a soviel 

mal als moglich in die neue Linie 10 r ein; da a und r kein 

gemeinschaftliches Mass haben, so muss hierbei ein Rest bleiben, 

und wir erhalten so eine Gleichung von der Form 

lOr «- x^a + ^1, 

wobei Xj diejenige ganze Zahl bezeichnet, welche angiebt, wie 
oft sich a von der Linie lOr wegnehmen lasst, und der Rest 
Yy^Ka ist. Verfahren wir mit i\ ganz so, wie vorhin mit r, 
so ergiebt sich eine zweite Gleichung von der Form 

worin r^ ebenfalls weniger als a betragt. Gehen wir auf diese 

Weise weiter, so gelangen wir zu einer ganzen Reihe solcher 

Gleichungen, namlich 

lOr^ -= Xga + ^3, 

lOrg = x^a + r^ 

u. s. w. 
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Laesen wir nim die erste Gleichang (b — xa + r) ung 
andert, dividieren dag^en die zweite Glelchang dnrch 10, d 
dritte durch 10', die vierte durcli 10' u. s. w., so wird 
b — xa + r, 

10 10' ^10' 
10' 10' 10' 



10—' lO- ' 10- 
wobei- samtliclie bister erschienenen Reste r, r,, r^...r, wenigf 
ah a betragen. 

Dnrcb successive Substitution erbalten vir hieraus di 
folgende Gleicbung: 



Oder 

'-(" + 15 + 15-.+ ■ + Ki)« 



Laasen wir nun das letzte Glied weg, so ist offenbar 

'»('+S+S-.+- + i5=)'' 

oder 

^) a ^ ^ 10 ^ IC ^ ^10" 

eetzen wir dagegeo an die Stelle tod r, im letzten Gliede a 
so haben wir zu viel genommen, weil r, <.a iet nnd mithii 
haben wir 

''<('' + iS + i'o- + - + i5. + iS> 



t § 15. Das VerhSiltnifl zweier begrenzten Geraden. 
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2) 



a ^ ^ 10 ^ 10* ^ 



+ 






Durch die beiden Gleichungen 1) und 2) ist nun das Ver- 
haltnis der Linien b und a in zwei Grenzen eingeschlossen, 

deren Differenz ^^ betragt. Daraus folgt auf der Stelle, dass 

man diese Grenzen einander so nabe bringen kann^ als es 
yerlangt wird, wenn man die Zahl s fortwahrend zunehmen 
lassty d. h.y wenn man das beschriebene Verfahren immer weiter 
fortsetzt. Das genaue Yerhaltnis selbst ist diejenige Zahl, 
welcber sicb jene Grenzen bei ibrem Zusammenrtlcken fort- 
wabrend nabem; sie existiert aber nur in der Idee und ist die 
Summe der unendlicben Reibe 



6 
a 



X 



X 



X, 



^ + Tr. + ~o + r7?q + •• • in inf. 



Pig. 51. 



10 ' 10* ' 10« 

Yon zwei inkommensurabeln Grossen lasst sicb daber das 
Yerbaltnis nicbt voUkommen genau^ wobl aber mit jedem be- 
liebigen Grade der Genauigkeit angeben. Man nennt ein solcbes 
Yerbaltnis ein irrationales^ wabrend ein yollkommen genau 
angebbares Yerbaltnis (das der kommensurabeln Linien) ein 
rationales beisst. 

Urn diese Lebren auf einen bestimmten Fall anzuwenden^ 
betracbten wir das Yerbaltnis zwiscben der Diagonale und Seite 
eines Quadrates. Nebmen wir auf der 
Diagonale AC von C aus den Abscbnitt 
CB' - CB, so ist 

AC^B'C + AB' 
oder 

3) AC^AB + AB', 

Stellen wir femer B'C' senkrecbt auf 
AC, so ist aus sebr nabeliegenden Griin- 
den AB' -^ B'C « C'5, und wenn wir 
C'fi" « C'i?' nebmen, 

AB^Ba + aB" + JB" 
oder nacb der vorigen Bemerkung 

4) AB - 2AB' + AB'\ 
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Ziehen wir welter B^^O^ senkrecht auf AB und nehmen 
C''S"' « (7"S", so ist AB'^ - J5"C" - i?'C"- C"5'" und 

d. i. 

5) AB^ - 2^JB" + ^J?'". 

Man ubersieht leicht den Fortgang dieser Schliisse; be- 
zeichnen wir, wie folgt: 

AB^a, AC^b, 
AB' « r, AB*' « r^, AB''' « r^ u. s. w., 

so nehmen die Gleichungen 3), 4), 5) folgende Gestalt an: 

6 = a -f- r, 
a = 2r + r*!, 
r = 2ri + rg, 
n ■- 2r2 + rg, 
u. s. f. 

und da hier keiner der Reste r, rj, rg, ^g u. s. w. verschwindet, 

so folgt aus ihnen der Satz: Die Diagonale eines Quadrates 

ist gegen die Seite desselben inkommensurabel. 

Um nun das angenaherte Verhaltnis beider Linien zu finden, 

setzen wir wieder , 

6 =» a + r, 

nehmen von r^AB' das Zehnfache und tragen AB soviel 
mal als moglich in 10 r ein; es findet sich, dass dies yier mal 
geht, also i/v ^ . 

ist. Tragt man weiter a in das Zehnfache von r^ ein, so geht 

dies einmal, also .^ . . 

10^1 « la + ^2; 

weiter ist dann nach demselben Verfahren 

10^2 == 4a + rg, 

u. s. w., 

mithin nach der in diesem Paragraphen auseinandergesetzten 
Methode 

o ^ 10 ^ 10* ^ 10» ^ 10* ^ 
d. h. , 

--1,4142... 
a 
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Bricht man den Decimalbruch ab^ so ist — > 1^4142^ da- 
gegen < 1,4143. 

Nach den bisherigen Erorterungen hat es keine Schwierig- 
keit mehr, gerade Linien auszumessen. Bestimmt man uam- 
lich von jeder der gegebenen Geraden das Verhaltnis, in 
welcbem sie zu einer willktirlich angenommenen, sicb aber 
immer gleich bleibenden Geraden steht, so dient die letztere 
als Massstab oder Einheit fQr die tibrigen Linien, und man 
sagt Yon diesen, sie seien auf Zablen gebracbt oder in 
Zablen gegeben. Diese Verhaltniszalilen selbst wollen wir 
die Langenzahlen der Geraden nennen. 

§ 16. 
Die Ansmessnng der Fl&chen geradliniger Figaren. 

Das einfachste der Parallelogramme, namlich das Rechteck, 
ist bekanntlich durch zwei in einer Ecke zusammenstossende 
Seiten bestimmt, und mithin muss sich aus diesen zwei Seiten 
aucb seine Flache nacb irgend einer, noch aufzusuchenden 
Hegel herleiten lassen. Wie dies geschieht, zeigen folgende 
Betrachtungen. 

I. Wenn auf der einen Seite AB (der Basis) eines Pa- 
rallelogrammes ABCD mehrere gleiche Strecken nacheinander 
aufscetratren sind und durch den Eodpunkt 

Piff 'tis 

jeder Strecke eine Parallele zur Nebenseite 



BG gelegt wird, so zerfallt das Parallelo- 

gramm in ebensoviel kongruente kleinere 

Parallelogramme, und wenn auf der Grund- 

linie ein Stuck ubrig bleibt, kleiner als einer der aufgetragenen 

Teile, so fallt auch das entsprechende Parallelogramm kleiner 

aus als die tibrigen. Zwei Parallelogramme ABCl) und EFGHy 

welche gleiche Winkel {LB ^ L F), yj^ ^ 

gleiche Nebenseiten {BC =^ FG) und n c H G 

versehiedene Grundlinien {AB und / / [_ / 

EF) besitzen, lassen sich daher eben- b e f 

so voneiaander wegnehmen oder vervielfachen, wie ihre Grund- 
linien, d. h. man kann auf die Flachen beider Parallelogramme 
genau dieselben Operationen der Vergleichimg (§§ 14 und 15) 

SchlOmiloh, Oeom. d. Mafiea I. 7. Aufl. 5 
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wie auf ihre Grundlinien anwenden, und es muss hierbei die 
Vergleichung der Plachen dasselbe Verbal tnis liefem, wie die 
Vergleichung der Grundlinien, welches auch sonst dieses Ver- 

haltnis sein moge. Findet sich also EF ^ ~ AB^ wo ni 
und n irgend welche Zahlen bedeuten, so muss entsprechend 

EFGH^ — ABCD sein 5 hieraus folgt die Proportion 

ABCD : EFGH^ AB : EF, 

d. h.: Die Flachen zweier gleichwinkligen Parallelo- 
gramme von verschiedenen Grundlinien und gleichen 
Nebenseiten verhalten sich wie die Grundlinien. 

Man kann diesen Satz Weiter benutzen, iim die Flachen 
zweier nur in den Winkeln iibereinstimmender Parallelogramme 
auf ein bestimmtes Verhaltnis zu bringen. Sind namlich ABCD 
und A^B'C'D' zwei derartige Parallelogramme, so lasst sich 
eia drittes Parallelogramm MNPQ konstruieren, welches die- 
selben Winkel besitzt, dessen eine Seite dem Parallelogramme 
A BCD J dessen andere Seite dem Parallelogramme A^B^C'D' 

j,.^ 54 entnommen ist (^MN '^ AB, 

^ NF^B'C), und welches nun 

7 I — 7 sowohl mit ABCD als mit 

11^ A'B'C'D' verglichen werden 

^ ^ ^ ^ kann. Betrachtet man erstlich 

AB und MN als gleiche Nebenseiten, BC und NP als ver- 
schiedene Grundlinien, so ist 

ABCD : MNPQ = BC : NP, 

sieht man zweitens J5'C" und NP als gleiche Nebenseiten, A^B' 
und MN als verschiedene Grundlinien an, so ist 

A'B'CD': MNPQ - A'B': MN] 

die Zusammenziehung beider Proportionen giebt 

ABCD : A'B'C'D' « MN. BC : A'B\ NP, 
Oder wegen MN^AB, NP-^B'C 

ABCDiA'B^aD' - AB, BC:A'B\ B'C\ 

d. h.: Die Flachen zweier gleichwinkligen Parallelo- 
gramme verhalten sich wie die Produkte aus den zwei 
Seiten derselben. 
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Da die Halften zweier Grossen in dem namlichen Yerhalt- 
nisse zueinander stehen, wie die Grossen selbst, so knilpft sich 
an den obigen Satz noch die Folgerung: Die Flachen zweier 
in einem Winkel dbereinstimmender Dreiecke yerhalten 
sich wie die Produkte der jenen Winkel einschliessen- 
den Seiten. 

11. In gleicher Weise, wie die Ausmessung einer begrenzten 
Geraden nichts anderes ist als die Bestimmung des Yerhaltnisses 
ihrer Lange zur Lange einer unveranderlichen Geraden (der 
Langeneinheit), verstehen wir unter Ausmessung einer begrenzten 
Fliiche die Ermittelung des Verhaltnisses, in welchem ihre Grosse 
zu der Grosse einer bestimmten Flache steht; letztere bildet 
dann den Massstab, nach welchem Flachen gemessen werden. 
Man bedient sich hierzu des Quadrates der Langeneinheit , die 
Flache desselben heisst die Flachen einheit; die Zahl^ welche 
angiebt, wieviel mal die Flacheneinheit in irgend einer andem 
Flache enthalten ist, oder mit anderen Worten, das Verhaltnis 
einer gegebenen Flache zur Flacheneinheit, nennt man die 
Flachenzahl jener geschlossenen Figur. 

Vergleichen wir zunachst ein beliebiges Rechteck mit der 
Flacheneinheit, so konnen wir beide als gleichwinklige Pa- 
rallelogramme ansehen und haben wie Yorhin 

ABGD AB.BC AB BC 



A'B'C'D' A'B'.B'C A'B' B'O' 

verstehen wir unter A^B^C'D^ das Quadrat der Langeneinheit, 
so ist der linker Hand vorkommende Quotient das Verhaltnis 
der Rechtecksflache ABGD zur Flacheneinheit A^B^C'D\ also 

AB 

die Flachenzahl des Rechtecks; rechter Hand bedeutet -jf^ 

das Verhaltnis der Grundlinie AB des Rechtecks zur Langen- 
einheit A^B'j d. h. die Langenzahl der Grundlinie, und in ganz 

derselben Weise ist (wegen JK'C" = A'B^) der Quotient j^^ 

einerlei mit der Langenzahl der Rechteckshohe i?C; alles zu- 

sammengenommen giebt den Satz: Die Flachenzahl eines 

Rechtecks ist das Produkt aus den Langenzahlen seiner 

Grundlinie und Hohe. 

5* 
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Sind die Seiten des Rechtecks einander gleich, so haben 
wir den einfacheren Satz: Die Flachenzahl eines Quadrates 
ist die zweite Potenz von der Langenzahl seiner Seite. 

Da nach § 11 jedes Parallelogramm dieselbe Flache besitzt 
wie ein Rechteck von derselben Grundlinie and Hohe, so gilt 
die weitere Regel: Die Flachenzabl eine s Parallelogrammes 
ist das Produkt aus den Langenzahlen seiner Grund- 
linie und Hobe. 

Aus der einfachen Bemerkung, dass jedes Dreieck als die 
Halfte eines Parallelogrammes angesehen werden darf, welches 
mit ihm gleiche Grimdlinie und Hohe hat, folgt weiter: Die 
Flachenzahl eines Dreiecks ist das halbe Produkt aus 
den Langenzahlen seiner Grundlinie und Hohe. 

Zieht man in einem Trapeze eine Diagonale, so zerfallt 
dasselbe in zwei Dreieeke, welche die parallelen Seiten des Tra- 
pezes zu Grundlinien und die Entfemung der parallelen Seiten 
zur gemeinschaftlichen Hohe haben. Berechnet man die Flachen 
dieser Dreieeke nach der vorigen Regel und vereinigt sie darauf, 
so gelangt man leicht zu dem Satze: Die Flachenzahl eines 
Trapezes ist das Produkt aus der halben Summe der 
parallelen Seiten und der Hohe. 

Mit Hilfe dieser Satze hat es keine Schwierigkeit, die 
Flache jeder geradlinigen Figur zu berechnen, indem man 
letztere durch Diagonalen, welche sich nicht im Innem des 
Vielecks schneiden durfen, in Dreieeke zerlegt. 

Sehr haufig wird auch die Zerlegung in Dreieeke und 
Trapeze angewendet, und zwar erreicht man dieselbe da- 

durch, dass man von alien End- 
pimkten A, jB, C . . . eines gege- 
benen Vielecks Senkrechte AA\ BB\ 
CC^ ... auf eine willktirlich gewahlte 
Gerade MN herablasst. Hierdurch 
wird z. B. das Sechseck ABCDEF 
zerlegt in 

das Viereck ^5J5'Jf = Trapez ^S£'^' - Dreieck AA!M, 
das Trapez BCC'B\ 
das Dreieck CC'N, 
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das Viereck DEE'N - Trapez DEE'D' - Dreieck DD'N, 
das Trapez EFF'E', 
das Dreieck FF'M, 

und daher ist seine Flache: 

AA'+BB' ,,„, AA'.A'M , BB'-\-CC' „,^, , CC'.C'N 
2 ^^ 2 + 2 ^^ + — 2— 

.DD'+EE' n,„, DD'.D'N , EE'+FF' „,^^FT'.F>M 
+ 2 --Di? 2 + 2 EF+ 2 , 

wobei die Langenzahlen der einzelnen Strecken ebenso be- 
zeichnet worden sind, wie letztere selbst. Die Rechnimg ver- 
einfacht sich etwas, wenn man die Gerade MN so legt, dass 
sie zwei gegentiberliegende Ecken (bier A und D) verbindet. 
Im Fall die Gerade MN ausserhalb des Vielecks liegt, 
tritt eine kleine Modifikation ein, die man leicbt finden wird. 



§ 17. 
Zahlenyerh&ltiiisse zwischen den wichtigsten* Linien 

des Dreiecks. 

I. Man kann yon den im vorigen Paragrapben entwickelten 
Lehren noch einen anderweiten Gebrauch macben, wenn man 
sicb erinnert, dass wir in § 12 Beziebungen zwiscben ver- 
scbiedenen Flacben kennen gelemt baben; diese geometriscben 
Beziebungen miissen sicb namlicb in aritbmetiscbe yerwandeln, 
sobald man die betreffenden Flacben in Zablen ausdrfickt. 
Setzen wir, um dies gleicb bestimmter nacbzuweisen, in einem 
recbtwinkligen Dreiecke ABC die Hypotenuse BC^a, femer 
die Katbeten AC ^^hy AB ^ Cy wo mm a, 6, c die Langen- 
zablen der betreflfenden Geraden bezeicbnen, so verwandelt sicb 
der Pytbagoraiscbe Satz in die aritbmetiscbe Formel 

a2 « 6^ + c«, 

nacb welcber es m5glicb ist, aus zwei Seiten eines recbtwink- 
Ugen Dreiecks die dritte Seite zu berecbnen. Sind namlicb 
die Eatbeten h und c gegeben, so findet sicb a mittelst der 
Formel 



1) a-l/F+ 



6^: 
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ist dagegen die Hypotenuse a und die eine Eathete h gegeben^ 
so folgt 

2) c = y^r^9 = >/(M^6y(a -"&). 

Nennen wir femer a die Langenzahl der Senkrechten A A! 

und setzen die Absclinitte A!B = a^ und 
^ AC^a^^ so liefert der in § 12 bewiesene 

y^^ Satz die Gleichung 



M i' ^ 



a* -= a^a^:^ 



hieraus folgt die Formel 



3) a = ]/aia2, 

welche dazu dienen kann, um a aus a^ und a<^ zu berechnen. 
IL Wir denken uns jetzt unter ABC ein beliebiges Drei- 
eck, dessen langste Seite BC ^ a sein moge, setzen wie vorhin 
AC'^by AB ^ Cy AA^ = a^ lialbieren ferner die Basis BC in 
M und bezeichen die Langenzahlen von AM und MA^ mit 
m und d] es gelten dann folgende Anwendungen des Pytha- 
goraischen Satzes 

im Dreieck AA'B, (fa + df + «' - c^ 
„ „ AA'M cP + a^^m^; 

daraus folgt durch Subtraktion 

4) {^ay + ad^c^^m\ 
In ahnlicher Weise bat man 

im Dreieck AA'C, (±a-d)^ + a^ = b% 

„ „ AA'M e? + aV^' 

durch Subtraktion 

5) (iaf'-ad^b^-m^ 

Durch Addition der Gleichungen 4) und 5) ergiebt sich 

2(iay^b^ + c^^2m^ 
oder 

6) (±ay + m'^i(b' + c'), 

was sich leicht in Worte fassen lasst, wenn man m die Mittel- 
linie^ b und c ihre einschliessenden Seiten nennt. Piir die 
Lange der Mittellinie findet man 

auf ahnliche Weise kann man die ubrigen Mittellinien des Drei- 
ecks berechnen. 



^) 
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III. Ausser den Mittellinien sind noch die Hohen des 
Dreiecks von Interesse, zu deren Bestimmung man wiederum 
mittelst der Dreiecke AA!B und AA^C gelangt; in welchen 
wir die Abschnitte A!B ^ \a '\- d und AC^\a — d durch 
a, und a^ bezeichnen wollen. Die vorhin schon erwahnten Be- 
ziehungen lauten dann 

I {a,y + «^ -= c\ 

\ {a,r + «« « h\ 
und aus ihnen folgt durch Subtraktion 

{a,r - {a,f » c* - h\ 
Dividiert man diese Gleichung durch 

8) «! + ^2 — «> 

so erhalt man die Gleichung 

c' - ^' 
9| a, — fla = } 

♦ a 

welclife in Verbindung mit 8) zur Berechnung der Abschnitte 

a^ und a^ benutzt werden kann. Die halbe Summe der Gleich- 

uugen 8) und 9) ist namlich 

a^ _ j2 ^ ^ 



1«); «'= 2a 

und die halbe DifFerenz 

^^) '^ 2-a 

Mit Hilfe von einer der Gleichungen 7) lasst sich nun 
auch die Hohe a berechnen, wenn man z. B. der zweiten For- 
mel die Gestalt 

12) «««&*- {a^Y = (6 + a^) (h - a,) 

giebt und darauf den Wert von ag aus 11) substituiert. Man 

^^^ ^**, , 2ab + a* + 6* - c* 

( a + by - c* _ (a + b + c)(a + b - c) 

°" '2a 2a ' 

femer 

2ab - a* - &* + c« 

*-'^= 2^ 

^ c^-(a- by _ {c + a-b)(c-a + b) 

~ 2rt "" 2a 
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und folglich, wenn man die Werte von b + a^ und 6 — o^ in 
die Formel 12) substituiert, 

3 (g + 6 + c) (g + fe - c)(a - 6 + g)(- g + fe + c) 

oder besser geordnet 

.^. 2 (a + b + c){-a + b + c)(a-b + c)(a + h- c) 

Man kann diesem Ausdmcke eine elegantere Form er- 

teilen, wenn man 

|(a + 6 + c)-s 

setzt; wo s den halben Umfang des Dreiecks bezeichnet. Es 

ist dann 

a + b + c^2s =2.s, 

— o + 6 + c ■« 2s — 2a «= 2 . (s — a), 

a - 6 + c - 25 - 2& = 2 . (5 - i), 

a + 6 - c — 2.9 - 2c « 2 . (s - c); 

imd wenn man dies in Nr. 13 substituiert, so wird 

4 
a* « -g.s (s - a)(s - 6)(s - c) 
tt 

und mithin durch Wurzelausziehung 



14) a V's(s-o)(s-6)(s-c). 

Bezeicbnen wir noch die Flachenzahl des Dreiecks mit F, 
so ist F ^ —} mitlun vermoge des Wertes von a 

15) F^ j/r(s-a)(s-6)(s-c) , 

nach welcher Formel sich also die Flache des Dreiecks aus 

seinen drei gegebenen Seiten berechnen lasst. Ein Beispiel 

hierzu bieten die Werte a — 13, b^ 14, c « 15, woraus man 

findet: 

2.84 2.84 2.84 ^ ^. 

IV. So wie wir bier geometriscbe Beziebungen (zwiscben 
Flacben) in aritbmetiscbe Beziebungen verwandelt haben, kon- 
nen wir aueb umgekebrt aritbmetiscbe Tbeoreme, sozusagen 
ins Geometriscbe tibersetzen, wenn in jenen Tbeoremen nur 
Produkte aus zwei Faktoren vorkommen. Das Mittel zu einer 
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derartigen Ubertragung besteht in der einfachen Bemerkung, 
dass jedes Produkt aus zwei Zahlen g uad A als die Flachen- 
zahl eines Rechtecks angesehen werden darf , dessen Seiten durch 
die Langenzahlen g und h gemessen sind und folglich mittelst 
einer willktlrlichen Langeneinheit konstruiert werden konnen. 
Als Beispiel fur eine derartige Ubertragung wahlen wir die 
bekannte arithmetische Formel 

16) a«-6« = (a + 6)(a-6). 

Denken wir uns a als die Langenzahl einer Geraden AB^ 
so ist a^ die Flachenzalil des tiber ihr konstruierten Quadrates 
AH CD] verstehen wir unter b ahnlich die Langenzahl von AJE, 
so ist 6* die Flachenzahl des Quadrates AEPG] die Differenz 
a* — 6^ bedeutet folglich die Flachenzahl des Fig 57. 

Sechsecks EBCDGF. Ziehen wir aber FH ^ ^ ^ 

parallel zu EB, so zerfallt dieses Sechs- G 
eck in die beiden Rechtecke CDGH und 



EBHFy von denen wir das zweite in die ^ k 
Lage GHIK bringen konnen, weil CH^FH ist. Hierdurch 
entsteht das neue Rechteck DGIK, welches GI ^ GH + HI 
^AB + AE^a + h zur Grundlinie und GD^AD-AG 
'= a — b zur Hohe hat und dessen Flache demnach GI.GD 
=«(« + &)(« — &) ist, wie es zufolge der Gleichung 16) sein 
muss. Man konnte daher die letztere gleich unmittelbar geo- 
metrisch deuten, wenn man sagte: Die Differenz zweier 
Quadrate ist an Flache einem Rechtecke gleich, wel- 
ches die Summe von den Seiten jener Quadrate zur 
Grundlinie und ihre Differenz zur Hohe hat. 

Ahnliche Beispiele fur solche Ubertragungen liefern die 
bekannten Formeln (a + 6)^ =» a^ + 2a6 + 6^ und (a — by 
« a^ - 2ab + b\ 



Kap. IV. 
Die Ahnlichkeit geradliniger Figuren. 



§ 18. 
Die Ahnlichkeit der Dreiecke. 

An jeder geometrischen Figur lassen sich im allgemeinen 
zwei Merkmale unterscheiden, namlich die Grosse und die 6e- 
stalt; es kann daher eine dreifache Vergleichung der Figuren 
stattfinden, wenn man namlich entweder eine gleiclizeitige 
Ubereinstimmung in Grosse und Gestalt verlangt (Kongruenz 
Kap. I), oder nur Gleichheit der Grosse ohne Riicksicht auf die 
Gestalt (Flachenvergleichung Kap. II) , oder endlich gleiche Ge- 
stalt ohne Riicksicht auf die Grosse. Diese letzte Beziehung 
zwischen geradlinigen Figuren ist es, mit welcher wir uns hier 
beschaftigen; sie fiihrt den Namen Ahnlichkeit. 

I. Bleiben wir wieder bei der einfachsten geradlinigen 
Figur, dem Dreiecke, stehen, so konnen wir leicht die Be- 
dingung ermitteln, unter welcher zwei Dreiecke fiir ahnliche 
zu halten sind. Es ist dies namlich dann der Fall, wenn die 
gegenseitige Lage der Seiten in beiden Dreiecken dieselbe ist, 
d. h. wenn die Winkel des einen Dreiecks der Reihe nach den 
Winkeln des anderen gleich sind. Wir sagen daher: Zwei 

Dreiecke ABC und A'B^C^ heissen 
ahnlich, sobald L A =^ L A\ LB 
^LB\ mithin auch LC^LC ist 
imd bezeichnen dies durch /\ ABC f^ 

B'^ ^^ A A1B'C\ — Legt man den Winkel- 

scheitel A! so, dass zugleich die Schenkel A!B^ und AO in 
die Richtungen von AB und AC fallen, so wird -K'C" parallel 
zu BC, weil hier gleiche korrespondierende Winkel vorhanden 
sind; man kann daher ahnliche Dreiecke jederzeit in eine solche 
Lage bringen, dass zwei Seiten des einen auf zwei Seiten des 
anderen fallen* und die iibrig bleibenden Seiten parallel laufen. 
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Umgekehrt ist auch leicht zu sehen, dass sie ahnlich sein 
miissen^ weim ihnen diese Eigenschaft zukommt. 

Um eine Beziehung zwischen den Seiten ahnlicher Drei- 
ecke zu finden, ziehen wir die Geraden BC\ CB' und wenden 
auf die Dreiecke ABC und AGB\ welche den Winkel bei A 
gemein haben, den in § 16, I bewiesenen Dreiecksatz an; wir 
erhalten so ^ ^^gr ^ ^^.^g. 

AACB' AC.AB'' 

Jedes der linker Hand vorkommenden Dreiecke besteht 
aus zwei Stucken: 

A ABC = A AB'C + A B'C'B, 
A ACB' = A AB'C + A CB'C, 

iind diese Stiicke sind in beiden Fallen von gleicher Grosse, 
namlich AB'C sich selbst gleich und AB'CB^ACB'C, 
weil diese Dreiecke die Gerade B^C zur gemeinschaftlichen 
Grundlinie haben und ihre Spitzen B und G auf einer Paral- 
lelen zur Grundlinie B^C liegen. Aus der Gleichheit der ein- 
zelnen Bestandteile folgt nun die Gleichheit der ganzen Flachen 
ABC' und ACB\ die obige Beziehung wird daher einfacher: 

ATI AC 

^- Ar/AT>t Oder AB.AC=^AC,AB'' 
AC.AB^ ' 

statt dieser Gleichung kann man auch die Proportion 

ABiAC^AB'iAC 
schreiben, oder wegen AB' = A'B' und AC = A!C 

ABiAC^A!B':A!C, 

Legt man die ahnlichen Dreiecke mit den gleichen Winkeln 
B und B' oder C und C in eben der Weise aufeinander, wie 
es vorhin mit den Winkeln A und Al geschah, so gelangt 
man durch ganz ahnliche Schliisse zu den entsprechenden Pro- 

portionen BC : BA = B'C : B'A' 

und 

CAiCB ^ CA' : CB\ 

d. h.: In ahnlichen Dreiecken stehen ahnlich liegende 
Seiten in gleichen Verhaltnissen zueinander. 

11. Man kann den bemerkenswerten Satz, zu dem wir 
soeben gelangt sind, auch umkehren und auf die Ahnlichkeit 
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der Dreiecke zuriickschliessen^ indem man yoraussetzt, dass in 
den Dreiecken ABC und A!B^C ein gleicher Winkel A^^ J! 
Yorkommt and ausserdem die ihn einscliliessenden Seiten pro- 
portional sind. Legt man namlich die Dreiecke mit dem gleichen 
Winkel A^ A! so aufeinander, dass AlB^ in AB und A!C^ 
Fig. 59. ^ -^^' fa'l*^ so is£ die Gerade JS'C ent- 

^ 41. weder parallel zn BC oder nicht. Ware 

/\ /\. nim das letztere der Fall, so ziehe man 

//^Crrr^^. / — -V ^^^^^^ ^' ^^^ Parallele ^'C" zu BC, so 
/ 'x ist A AB'C" ~ A ABC und mithin 

Diese Proportion vertragt sich aber mit der Voraussetzung 

ABiAC^AB'iAa 

solange nicht, als AC*' von AC* yerschieden ist, und daher 
muss AC' « AC\ d. K BC' einerlei mit BC\ d. h. parallel 
zu BC und mithin A ABC <^ A A'B'C sein. Dies giebt den 
Satz: Wenn in zwei Dreiecken ein gleicher Winkel vor- 
kommt und die ihn einschliessenden Seiten in gleichem 
Yerhaltnisse stehen, so sind die Dreiecke ahnlich. 

III. Haben zwei Dreiecke einen gleichen Winkel B = JB', 
welcher aber von den proportionalen Seiten nicht eingeschlossen 
wird, so mache man AD^A'B' und LADE^^LAIB'C 
Fig. 60. ^LABC, so lauft BE parallel zu BC, 

mithin ist A ABC co A ADE und 

ABiAC^AD.AE, 

^ '^' AB:AC = A!B'iAE. 

Aus der Vergleichung dieser Proportion mit der Voraus- 
setzung AB:AC^A!B': A' a 

folgt mm augenblicklich AE ^ A!C'\ die Dreiecke ADE und 
A!B'C' stimmen also in zwei Seiten und einem Gegenwinkel 
uberein und sind demnach kongruent, wenn jene Stticke zur 
Bestimmung des Dreiecks hinreichen. Aus A ADE ^^ A ABC 
folgt dann, indem far A ADE das kongruente A AIB'C ge- 
setzt wird, A A'B'C o^ A ABC^ d. h.: Wenn in zwei Drei- 
ecken ein gleicher Winkel vorkommt und zwei ihn 
nicht einschliessende Seiten in gleichem Yerhaltnisse 
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stehen^ so sind die Dreiecke ahnlich; vorausgesetzt, 
dass jene drei Stiicke zur Dreieckbestimmung hin- 
reichen. 

IV. Sind in zwei Dreiecken ABC und A^B'C* zwei Seiten- 
verhaltnisse gleich, also 

AB:AC=-A'B':A'C' 

^^^ AB:BC^A'B':B'C\ 

so mache man wie vorhin AD ^ A^B^ und ziehe BE parallel 
zu BG'^ die Dreiecke ABC und ABE sind dann ahnlich und 
es gelten nach Nr. I in ihuen folgende Proportionen: 

ABiAC^ADiAE, 
AB:BC=^AD:DE, 

d. i. wegen AB = A^B' 

ABiAC^A'B'iAE, 
ABiBC^A'B'iDE. 

Aus der Vergleichung derselben mit den oben voraus- 
gesetzten Proportionen fplgt augenblicklich AE = A^C^ und 
DE^B'C, so dass also die Dreiecke ABE und A'B'C 
wegen ihrer Ubereinstimmung in den Seiten kongruent sind. 
So wie nun vorher ^ ABE ^' /S. ABC war, muss nun jetzt 
A A'B^C^ c^ A ABC sein, d. h.: Wenn in einem Dreiecke 
zwei Seitenverhaltnisse so gross sind wie in einem 
anderen, so sind beide Dreiecke ahnlich. 



• § 19. 
Anwendung auf das rechtwinklige Dreieck. 

Lasst man in einem rechtwinkligen Dreiecke ABC von 
der Spitze A des rechten Winkels eine Senkrechte auf die 
Hypotenuse herabsteigen, so zerfallt das Ur- 
dreieck in zwei andere rechtwinklige Dreiecke, 
deren Winkel leicht zu bestimmen sind. Da 
namlich in jedem rechtwinkligen Dreiecke die 
beiden spitzen Winkel zusammen einen Rech- 
ten ausmachen, so ist 

LB + LC^'R und LCAA'+LC 
folglich 




M Jt 
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LB^LCAA'-, 

femer 

LC+ LB ^ R und LBAA'+LB^R, 

mithin 

LC^LBAA'. 

Es folgt hieraus, dass die Dreiecke AlBA^ AlAG und 
ABC gleiche Winkel besitzen und mithin einander afanlich sind. 

Vergleichen wir nun zunachst die beiden kleineren Drei- 
ecke unter sich, so folgt wegen A A^BA rv) ^ A! AC 

A'B : A' A « A' A : A!C 

und vermoge der Gleichheit der Produkte aus den inneren und 
ausseren Gliedem einer geometrischen Proportion 

^iU' =- A'B . AlC. 

Bezeicfanen wir die Langenzahlen von A! A, A^B und A^C 
der Reihe nach mit a, a^, org; so ist das so gewonnene Resultat 

1) a^^a^a^ 

einerlei mit dem in § 12, I auf anderem Wege gefundenen. 

Vergleichen wir weiter die Dreiecke A^BA und A AC mit 
dem ganzen Dreiecke ABCy so ist wegen A A^BA c^ ^ ABC 

A!B:BA^AB:BC 

oder 

AB''^A!B,BC, 

femer, wegen A A!AC (^ A ABC, ist 

A'C:CA=^AC:CB 
oder 

AC^^A!C.BC. 

Bezeichnen wir die Langenzahlen von BC, AC^ AB der 
Reihe nach mit a, h, c, so nehmen die gefundenen Gleichungen 
die Form an: 

2) ^ (^^a^a, 

3) V^a^a 

und driicken in Zeiohen den Satz aus, den wir in § 13, II 
kennen gelernt haben. Durch Addition der Gleichungen 2) und 3) 
ergiebt sich noch 

oder, wenn man die Gleichung a^ + a^^ a beriicksichtigt, 
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4) 62 + ^2 _ ^2^ 

was nichts aiideres als der Pythagoraische Lehrsatz ist. 

§ 20. 

Die Ahnlichkeit der Yielecke. 

Es hat nicht die mirideste Schwierigkeit, den Begrifif der 
Ahnlichkeit, den wir in § 18 fur Dreiecke kennen gelernt 
haben, auf beliebige Vielecke auszudehnen, indem man sich 
letztere durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt denkt. Sind nam- 
lich zwei Vielecke durch gleichliegende Diagonalen in Dreiecke 
geteilt und diese einzelnen Dreiecke einander ahnlich, so sind 
offenbar auch die ganzen Vielecke von gleicher Gestalt; wir 
stellen daher die Definition auf: Vielecke heissen ahnlich, 
wenn sie aus gleichviel ahnlichen Dreiecken, in der- 
selben Reihenfolge genommen, so zusammengesetzt 
sind, dass jedes Dreieck mit dem nachstfolgenden 
eine Seite gemein hat. So sind z. B. die Funfecke ABODE 
und jUB'^D^E' ahnlich, wenn pig. 62. 

jedes aus drei Dreiecken, ABC y/ A* 

A CD, A BE einerseits und A!B^C\ ^^.-^ ^ 
A'aD\ A!D'E' andererseits, zu- ^\ / 
sammengesetzt ist, welche, in der- \ 
selben Reihenfolge genommen, ein- \ . 

ander ahnlich sind, namlich A A BC ^ ^ 

~ A A1B'C\ AACDc^A A!CD\ A ADE ~ A A'D'E\ 
und so liegen, dass jedes mit dem nachstfolgenden eine Seite 
gemein hat. « 

BerUcksichtigt man, dass aus dieser Definition folgt: 

L BCA « L B^C'A!, 
LACD^LA1CD\ 
L CD A ^ L C'D^A\ 
LADE^LAJD'E' 
u. s. w., 

mithin durch Addition zweier auf einander fol gender Gleichungen 

L BCD « L B'C'D', L CDE = L C'D'E' 

u. s. w.. 
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so hat man den Satz: In ahnlichen Yielecken sind die 
ahnlich liegenden Winkel einander gleich. 

Wenden wir auf die einzelnen Bestandteile zweier ahn- 
lichen Vielecke die Satze des § 18 an, so ist wegen ^ABC 

1) ^"^J^ ^^^^ ABiBC^A!B':B'a 

ferner 

AB ^A!B' 

AC~AC'' 
und wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke ACD und AC^D^ 

AC ^Aa 

CD ~ CD' ' 
mithin durch Multiplikation der beiden letzten Gleiehungen 

2) ^ = ^,t;, Oder ABiCD^ AB' : C'D', 

Ferner hat man wieder 

CB ^ CD' 
DA D'A' 

und wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke BE A und D E A 

DA D'A 
DE^WW 

mithin durch Multiplikation 

CD ^ CD' 
DE^ D'E'' 

Multipliziert man noch mit der Gleichung 2), so wird weiter 

3) 42 = ir^i Oder ABiDE^ A'B' : D'E\ 
^ DE D'E' 

Man iibersieht sogleich den Fortgang dieser Schliisse, welche 
zu dem allgemeinen Satze fiihren: In ahnlichen Vielecken 
stehen ahnlich liegende Seiten in gleichen Verhalt- 
nissen. 

Man kann diese Satze zusammen umkehren und auch sagen: 
Zwei Vielecke, in denen ahnlich liegende Winkel ein- 
ander gleich sind und samtliche ahnlich liegende Seiten 
in gleichen Verhaltnissen stehen, sind einander ahn- 
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lich; denn man wird sich ohne Miihe iiberzeugen, dass jetzt 
die einzelnen, durch ahnlich liegende Diagonalen entstehenden 
Dreiecke samt und senders einander ahnlich werden, woraus 
die Ahnlichkeit der ganzen Vielecke unmittelbar folgt. Zu be- 
merken ist jedoch, dass zur Ahnlichkeit zweier Vielecke nicht 
samtliche ebengenannte Beziehungen notwendig erfordert werden 
und zwar ebenso wenig als zur Kongruenz zweier Vielecke die 
Gleichheit aller Seiten und Winkel notwendig vorausgesetzt 
werden musste. Es reieht namlich eine geringere Anzahl von 
jenen Beziehungen zur Ahnlichkeit hin. Bleiben wir zuerst bei 
dem Dreiecke stehen, so finden wir naeh § 18, dass zwei Drei- 
ecke ahnlich sind, wenn sie entweder in zwei Winkeln, oder 
in einem Winkel und einem Seitenverhaltnisse, oder in zwei 
Seitenverhaltnissen iibereinstimmen, dass also zur Ahnlichkeit 
zweier Dreiecke nur zwei Gleichungen erfordert werden, letztere 
mogen sich nun auf Winkel, oder auf Seitenverhaltnisse, oder 
auf beide beziehen. Hieraus folgt unmittelbar, dass die Ahn- 
lichkeit zweier Vierecke durch vier Gleichungen bestimmt wird, 
die zweier Fiinfecke durch sechs Gleichungen u. s. w. Dies 
giebt den Satz: Zur Ahnlichkeit zweier n-Ecke gehoren 
2w — 4 Gleichungen, die sich entweder auf Winkel, 
oder auf Seitenverhaltnisse, oder teils auf die einen 
und teils auf die anderen beziehen. Die Ahnlichkeit der 
Vielecke bedarf also einer Gleichung weniger als die Kongruenz 
derselben und sie geht in die letztere iiber, sobald noch die 
unmittelbare Gleichheit zweier ahnlich liegenden Diagonalen 
oder Seiten hinzutritt. Man konnte daher auch den Satz auf- 
stellen: Findet zwischen zwei Vielecken eine solche Be- 
ziehung statt, dass sie durch Gleichheit zweier ent- 
sprechend liegenden Linien kongruent werden wiirden, 
so sind die Vielecke ahnlich. 

Es hat nach diesen Erorterungen keine Schwierigkeit, zu 
einem gegebenen Vielecke ein ihm ahnliches zu konstruieren. 
Ist z. B. das Fiinfeck ABODE gegeben, so ziehe man die 
Diagonalen AC, AD und lege nun an eine willkiirliche Ge- 
rade A'B' die Winkel B'A'C ^LBAC und L AlB'C' ^LABC 
an, so entsteht zunachst das Dreieck A^B^C\ welches dem 
Dreiecke ABC ahnlich ist. Wiederholt man dieses Verfahren, 

SchlOmilcb, Geom. d. Mafies I. 7. Aufl. 6 
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indem man L C^A'D' « ^ GAD \m^ L AIC^D^ ^LACD macht, 

so erhalt man das zweite Dreieck AlC^D^ r^ AGD\ wie man 

auf diese Weise weiter gehen kann^ ist ohne weiteres klax. 

Es giebt aber noch einen anderen Weg. Nimmt man inner- 

halb des gegebenen VielecSks ABODE einen beliebigen Punkt O 

J,, g3 an, verbindet diesen mit den Ecken 

A durcb Ger^de {OA, OB, OC, OD, 

y^S^\^ OE) und zieht nun, von einem 

y^ X\\\. willkiirlichen Punkte A^ der Ge- 

^\'"\" ^'-0 \^^iE raden OA ausgehend, die Geraden 

\ \^/ ^^^^^^^^^^^^ A'B'WAB, B^a\\BC, CD' II CD, 

XV --J D'E' II DE und verbindet endlich 

^ - ^ E^ und A' durch eine Gerade 

E^A\ so erhalt man gleichfalls ein Vieleck AB^OD^E\ welches 
dem gegebenen Vielecke ABODE ahnlich ist, wie man aus 
der Gleichheit aller Winkel imd der Proportionalitat der Seiten 
sogleich erkennen wird. Den willkiirlichen Punkt nennt man 
gewohnlich den Ahnlichkeitspunkt der beiden Vielecke. 



§ 21. 
Die Fl^chen ahnlieher Yielecke. 

I. Fangen wir wieder beim einfachsten Vielecke, dem Drei- 
ecke, an imd bezeichnen die Langenzahlen der Geraden und 
die Flachenzahlen der Dreiecke wie die Geraden und die Drei- 
ecke selbst, so ist, wenn OD imd CD' die Hohen der Dreiecke 
ABO und JL'JS'C sind, 

AABO<^ ^AB.OD, A AlB'C' ^ \A!B' ,0'D\ 

folglich durch Division 

A ABO AB,OD 



1) 



A A! BO' A!B\aD' 



Sind nun die in Rede stehenden Dreiecke ahnlich, so sind 
es auch die Dreiecke AOD und AO'D\ BOD und jB'C'D', 

folglich AD_^^D[ BD B'D' 

OD O'D'' OD O'D' 
und durch Addition beider Gleichungen 
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oder 



AB A>B' 
CD 

AB 



A'B' C'D 



CD' 
CD 

tT\l 



AB 



Mnltipliziert man beiderseits mit -rrsi' so wird hieraus 

. {AB\*_ AB.CD 

' \A>B')~ A'B'.C'D'' 

CD 

multipliziert man aber beiderseits mit jwfu^ ^^ erhalt man 



3) 



AB.CD 



AB\CD 



lT\f 



/cpy 
Kc^dO 



und durch Vergleichung beider Resultate 

AB .CD (AB \^ (Cpy 

^^ A^ir.aD' ^ U'^7 °^ \c'dO ' 

Durch Substitution dieses Ausdrucks nimmt die Gleichung 
1) die folgende Form an: 

/!\ABC __ { ABy fCD\^ 
oder in Form einer Proportion geschrieben 



2 



A ABC: A AB'C' = AB-.AB'" « CD -.CD 



2 



d. h.: Die Flachenzahlen zweier ahnlichen Dreiecke 
verhalten sich wie die Quadrate der Langenzahlen 
zweier ahnlich liegenden Seiten, ingleichen wie die 
Quadrate der L'angenzahlen ihrer Hohen. 

II. Hat man allgemeiner zwei ahnliche Vielecke ABCD . . . 
und AB'C'D' . . . 

Fig. G4. 




so ist nach dem vorigen Satze 



v*5 



6 
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A ABC _ /BCy 
A A'B'C' ^ \B'cO ' 

A A!C^B' ^ \C^dO ' 
A APE (DEy 

U. 8. f, 

Wegen der Ahnlichkeit samtlicher einzelnen Dreiecke hat 

man weiter 

BC CD _ DE^ __ AB^ 

-B'C ^ CD' ~ D'E' " A'B' ' 

mithin sind die rechten Seiten der vorhergehenden Gleichungen 
einander gleich und 

A AB C AACD _ A APE _ /^Jgy 

A AJB'C ^ A A!C^P' ~ A A!P^E' \A!B^) ' 

Nach dem bekannten arithmetisehen Satze, dass aus den 

Gleichungen 

b c d _ 

jederzeit folgt* 

6 + c + d H 

erhalt man aus den vorigen Gleichungen 

A A BC + A ACP + A AP E + . . . _ fABy 
A A'B'C' + A A^C'P' + A A'P'E' + • • • " VZS^/ ' 

*• ^- Vieleck ABCPE ,., _ (AB\^ 

Vieleck AIB'CP'E^ . . . ~ U'i?7 

oder in Form einer Proportion ausgesprochen: Die Flachen- 
zahlen zweier ahnlichen Vielecke verhalten sich wie 



} 



* Wegen r, = f* » — = ^ , ^, « ^ u. s. w. ist namlich 

folglich durch Addition 

und durch Division 

h -\- c + d •\- "• 



KoDBtTuktionen zd Kap. IV. 

die Quadrate der LaDgeBzahlen zweier ahnlich lii 
den Seiten. 

III. Diesea Theorem lasat nocb eine Kombmation mi 
P7tha£orai8cliea Satze za. Denkeu wir nns uamlicb dbe 
drei Seiten einea rechtwinkligen Dreieeks alinliche Pigur 
konstruiert, dasa die Dreiecksseiten almlich liegende f 
dieaer Fignren sind, uud neimen wir a die Langeuzah 
Hypotenuae, b uud c die Langenzahlen der Katheteu, i 
A die Flachenzahl der €ber der Hjpotenuae ateheiideii 1 
B und C die Flacbenzahlen der Ober den Eatheten gezeicb 
Figuren, so iat ^ ^ 1 ^ 

A^a'' A" o»' 
folglicb durch Addition 

B + C _ b' + (^ 
A a* ' 

Dem Fythagoraischen Satze zufolge iet aber a' = b* 
d. h. der Quotient rechter Hand — 1, oder 

^^^ - 1 und folglicb A-B+C, 

d. h.: Bescbreibt man iiber den Seiten eines rechtn 
ligen Dreieeks abnlicbe Yielecke derart, daas 
Dreieckaaeiten abnlich liegende Seiten jener Viel 
sind, so betragt die Flacbe dea Yielecka Uber 
Hypotenuse aoviel ala die Flachen der Vielecke 
den Eatbeten zusammengenommen. 

Uittelst dieses Satzes kann man sehr leicbt eiu Yi 
konstruieren, dessen Flacbe die Summe oder DifFerenz 
Flacben zweier gegebenen abnlicben Yielecke ausmacbt, 
welches jenen zugleich abnlicb ist. 



Konstruktionen zu Kap. IV. 
1. Zu drei gegebenen Geraden die vierte Pro 
bionallinie zu finden. Wenn drei Gerade gegeben 
deren Langenzahlen a, b und c sein mogen, so nennt maj 
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vierte Proportionallinie zu denselben diejenige Grade, deren 
Langenzahl d die Eigenschaft besitzt^ dass 



mithin 



f- ' 



a:h ^ cidy 

he 

a «= — 

a 



> ■ I 



ist. Schneidet man nun auf den Schenkeln eines beliebigen 
Winkels die Strecken OA = a, OB =^hy OC = c ab und zieht 

darauf CD parallel zu der Geraden A By so 
entstehen zwei ahnlicbe Dreiecke OAB und 
OCDy in welchen die Langenzahlen der Seiten 
in den obigen Verbal tnissen stehen; mithin 
ist OD die gesuchte vierte Proportionale. 
Dies ist zugleich die geometrische Losung aller der Aufgaben, 
welche ins Gebiet der sogenannten Regeldetri gehoren. 




Ist im besonderen Falle c «= 6, also 

a:b = hid 



oder 



a =^ — ; 

a 



oder 



; \ 



so nennt man d die dritte Proportionale zu a und 6; die obige 
Konstruktion bleibt dieselbe, indem nur OC^OB zu nehmen ist. 

2. Zwischen zwei Geraden die mittlere Proportio- 
nale zu finden. Sind a und h die Langenzahlen zweier ge- 
gebenen Geraden und ist p die Langenzahl einer unbekannten 
Geraden, welche die Eigenschaft besitzt 

a:p ^ p:h 

p^ = ah, J) = Yaby 

so heisst p die mittlere Proportionale zwischen a und b. Die 

einfache Bemerkung, dass es sich hier nur darum handelt, die 

ffig. 66. Seite eines Quadrates zu finden, welches 

einem gegebenen Rechtecke (ah) anFlache 
gleich ist, weist sogleich auf die am Ende 
von § 13, I gegebene Konstruktion zu- 
riick, wonach also EF ^ a und EK •=» h 
aneinander zu setzen sind und iiber FK 
mit KM^\FK ein Halbkreis zu beschreiben ist, welcher 



L 






,M 



JT 



Konstruktionen zu Kap. IV. 37 

eine in E errichtete Senkrechte im Punkte L schneidet, wo- 
durch EL=p gefunden wird. 

Kiirzer noch kommt man auf folgendem Wege zum Ziele. 
Man schneide von der grosseren Linie OA («« a) die kleinere 
OB (=6) ab, verlangere OA rtlckwarts um ^. ^^ 

OC = AB und beschreibe fiber ^C als p 

Grondlinie mit dem Schenkel AO das gleich- /f^\ 

schenklige Dreieck AGP-, dann ist OP = ^<7 ^\^v^ 

BB (= i)) die gesuchte mittlere Proper- Z ^ \! N,^ 

tionale. Da namlich die Dreiecke AOB 
und BOB den Winkel OAB gemeinschaftlich besitzen und die 
Seitenverhaltnisse AO:AP und BOiBB gleich (beide = 1) 
sind, so folgt daraus die Ahnliclikeit dieser Dreiecke und mit- 
hin ist, wenn wir fiir den Augenblick die Langenzablen wie 
die Geraden selber bezeichnen, 

AOiOB^BOiOB, 
d. i. 

yvie es in der That sein muss. 

Mittelsf dieser Konstruktion ist es leicht, die arithmetische 

Aufgabe der Quadratwurzelausziehung geometrisch zu losen. 

Um z. B. j[/10 zu finden, konstruiere man die mittlere Pro- 

portionale zwischen zwei Geraden, deren Langenzahlen entweder 

« = 1 und 6 = 10 oder a = 2 und 6 = 5^ sind. Man hat dann 

im ersten Falle 

l:p '^p : 10, 
d. h. _ 

p2 _ 10, folglich p = yiO, 
und im zweiten 

2 :jp =jp : 5, 
d. h. _ 

1)2 = 2.5, folglich p^yiO, 

3. Die algebraische Losung geometrischer Auf- 
gabe n. Die bisherigen Untersuchungen haben uns jetzt an 
die Stelle gefiihrt, wo es moglich und zugleich hochst vorteil- 
haft ist, die Algebra mit der Geometric zu verbinden. Sind 
namlich in einer geometrigchen Aufgabe bestimmte gerade Linien 
oder geradlinig begrenzte Plachen gegeben und werden andere 
Gerade oder Plachen gesucht, so kann man sich zuvorderst 
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samtliche Grossen durch Zahlen ausgedruckt denken, die be- 
kannten durch bekannte Zahlen, die unbekannten durch un- 
bekannte Zahlen (Xy y, z u. s. w.). Stellt man ferner die Be- 
ziehungen, welche zwischen den bekannten und unbekannten 
Grossen stattfinden soUen, in Gleichungen dar, so hat jetzt die 
geometrische Aufgabe ein arithmetisches Gewand erhalten, und 
indem man jene Gleichungen nach den Regeln der Algebra auf- 
lost, bekommt man zunachst Pormeln zur Berechnung der un- 
bekannten Zahlen; man kann nun aber auch in die Geometrie 
zuruckgehen, indem man die Konstruktionen aufsucht, welche 
diesen Formeln entsprechen. Dies hat keine Schwierigkeit, wenn 
man sich an die folgende Tabelle halt, in welcher immer a, fc, c die 
Langenzahlen gegebener Geraden bezeichnen. Es bedeutet namlich 

a + 6 geometrisch: die Summe zweier Geraden, 

a — h „ die Dififerenz zweier Geraden, 

db „ die Flache eines aus den Seiten a und h 

beschriebenen Rechtecks, 
(J? „ die Flache des ilber der Seite a konstruierten 

Quadrates, 

die vierte Proportionale zu a, 6, c, 

yob „ die mittlere Proportionale zwischen a und 6, 

]/a* + 6^ „ die Hypotenuse des aus den Katheten a und 

6 konstruierten rechtwinkligen Dreiecks, 
]/a^ — 6^ „ die Kathete des rechtwinkligen Dreiecks, 

welches a zur Hypotenuse und 6 zur 
andern Kathete hat. 
Das Technische des Verfahrens wird man aus den folgenden 
Beispielen ersehen, worin die unbekannten Grossen teils Linien, 
teils Flachen sind. 

4. Aus der Kathetensumme und Hypotenuse ein 
rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren. Nennen wir 
die unbekannten Katheten des Dreiecks x und j/, ihre gegebene 
Summe s und die gleichfalls gegebene Hypotenuse a*, so haben 
wir zunachst 



6c 
a 



}7 



V 



* Es versteht sich von selbst, dass hier samtliche Buchstaben Langen- 
zahlen hedeuten, denn mit Linien kann man nicht rechnen; doch hatohige 
Bedeweise den Vorteil der Eiirze und wird deswegen haufig angewendet. 




Eonstraktionen zu Eap. IV. g9 

A) x + y^S] 

ferner, well das Dreieck ein rechtwinkliges sein soil, also der 
Pythagoraische Lehrsatz gelten muss, 

B) x^ + y^^ aK 

Subtrahiert man das Quadrat der Gleichung A) von dem 
Doppelten der Gleichung B), so bleibt 

x^ — 2xy + y^ ^ 2a^ — s^, 

und durch Ausziehung der Quadratwurzel ist 

C) x-y^ y2a« - s\ 

Die halbe Summe und die halbe Differenz der Gleichungen 
A) und C) geben nun 

D) x^i{s + V2a«-s2), 

ivomit die Eatheten gefunden sind. Setzt man noch 2a^ = a^, also 



a « l/2a2 _ y^2 ^ ^2^ 
so wird 

y - i (s - V^-^*), 

und nun ist es sehr leicht, die Katheten zu konstruieren, wenn 
man uberlegt, dass a die Hypotenuse eines aus den gleichen 
Katheten a und a beschriebenen rechtwinkligen Dreiecks und 

|/a* — s^ die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist, welches 
a zur Hypotenuse und s zur andern Kathete hat. Dies giebt 
folgende Eonstruktion: Man mache MN Fig. es. 
=»JfP«=a, stelle MP senkrecht MN, ^,-- 

und ziehe NP (NP ^ Ya^ + a^ = «); 
man nehme femer NS = s, erriehte in 
S eine Senkrechte auf NS und beschreibe 
aus N als Mittelpunkt mit NP als Halbmesser einen Kreis, 

welcher jene Senkrechte in Q schneidet {QS ^y'NQ^ — s^ = 
YNP^ - s^ = Va^ - s^ = j/2a2 _ 52). ^an nehme endlich SU 
^ SV'=^ SQ, so ist die Halfte von NU die grossere Kathete 
und die Halfte von NV die kleinere Kathete des gesuehten 
Dreiecks. 
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*. 



5. Aus der Hypotenuse und der darauf stebendeu 
Hohe ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren. 
Nennen wir wieder x und y die Eatheten, h die gegebene Senk- 
rechte von der Spitze des rechten Winkels auf die Hypotenuse 



a, so ist erstlich 



A) 



2 



ic + 2/ "^ a 



.2 



Eine zweite Gleichung ergiebt sich aus der Bemerkung, 
dass die Flache des unbekannten Dreiecks auf doppelte Weise 
berechnet werden kann; einerseits ist sie das halbe Produkt aus 
den Katheten, andererseits das halbe Produkt aus der Hypotenuse 
und der zugehorigen Hohe; also hat man yajy «=- ^ ah oder 

B) 2xy - 2ah. 

Aus den Gleichungen A) und B) folgt durch Addition und 
Subtraktion ^^+ 2xy + f ^ a*+2ah, 

x^ — 2xy + y^ = a^ — 2ah] 
ferner durch Ausziehung der Quadratwurzel 

x + y^ y a{a + 2h) , 

X — y «= Ya (a — 2A). 

Die halbe Summe und die halbe Diflferenz dieser Gleich- 
ungen geben 

X « l[ya{a + 2h) + ya{a-2h)}, 

y = i{ya(a + 2h) — l/a(a-2A)}, 

und hiervon ist die Konstruktion sehr leicht, wenn man beriick- 

* sichtigt, dass V'a (a + 2 A) die mittlere Proportionale zwischen 

den Linien a und a + 2A, ebenso ya(a — 2h) die mittlere Pro- 
portionale zwischen den Linien a und a — 2 A bedeutet. 

6. Von einem Trapeze soil durch eine Parallele 
Grundlinie ein Trapez abgeschnitten werden, 
Fig.Qo. welches einem gegebenen 

Quadrate an Flache gleich 
isi Es sei ABGD das ge- 
I u gebene Trapez, AB « a, CD = & 
und die Hohe DE^h] das 
gegebene Quadrat B GHI babe 
'^' die Seite = g. Das abzu- 



zur 



• 

• 


D 1 \f 


K 

% 

/ 




• 
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•^ 
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KonBtruktionen zu Kap. IV. 91 

tschneidende Trapez ABNM wiirde vollkommen bestimmt sein, 
wenn MN^ x oder seine Hohe MF -^ y bekannt ware; ziehen 
wir nun DF und MQ parallel zu BCy so entstehen die ahn- 
lichen Dreiecke ADF und AMQ, in welchen 

AFiDE^AQiMP, 
d. h. 

a — h :h^ a — x:y, 
oder 

A) y^ "^h 

N 

ist. Da ferner die Flache von ABNM gleieh der Flache von 
JBGHI sein soil, so muss 



a + X 



= 4 



2 



2 

oder 

{a + x)y^2q^ 
sein und hieraus wird durch Substitution des Wertes von y 

a — 6 ^ 

Durch Auflosung dieser Gleichung findet man 



B) ^=l/a«_(^ 



-6)2g 

-a- 



h -""^ 



h 
Um diesen Ausdruck geometriscb zu konstruieren, sei 

(a-6)2g 

oder 

A : a — 6 = 2g : a, 

so findet man zunacbst a als eine vierte Proportionale ; ferner 
sei ag = /J^ oder /J = V^g.j so ist jS die mittlere Proportionale 
zwiscben a und q^ und nun bat man 

wie man sogleicb erkennt, wenn erst fur jS sein Wert und 
dann wieder der Wert von a substituiert wird; bier ist aber 
X mittelst eines recbtwinkligen Dreiecks, welches a zur Hypo- 
tenuse und jS zur einen Kathete hat, leicht zu finden. Dies 
giebt folgende Konstruktion: Man mache 2BK ^ BI ^2qy 



92 



Kap. IV. Die Alinlichkeit geradliniger Figaren. 



ziehe KL parallel zu AB^ bis sie die verlangerte BC in 
L sclineidet, und lege durch L eine Parallele zm AD-^ daim 

*'ig. 69. ist in den Dreiecken ADF 

-.^ und SLB 

i \ DEiAF^ LKiSB, 

'/ '. ^ d. h. 

h:a -b^2q:SB, 

mithin SB = a. Zwischen BS 



' W 
I \ 



s 




und BG suche man die mitt 



lere Proportionale BT ^ YBSTBG = ]/ag « /S; mit AB ^ a 
als Halbmesser beschreibe man endlich aus T als Mittelpunkt 
einen Kreis, welcher AB in Q schneidet, so ist 

BQ « y{QT^^BT^) = Ya^-p^-^ x. 

Man hat jetzt weiter nichts zu thun, als QM\BC und 
MN[AB zu Ziehen, um sogleich das verlangte Trapez zu be- 
kommen. 

Bemerkenswert ist der Fall, in welchem das Trapez ABNM 
die Halfte des gegebenen Trapezes ABGD ausmacht, also 

2£ _ a + h 
h 2 

ist. Man erhalt dann aus der Formel B) 



oder 



X 



-V- 



+ 6» 



= 11/2 (a* + 6*), 



was sich auf folgende Weise konstruieren lasst. Man stelle 

AH^CD senkrecbt auf AB^ halbiere die 
Hypotenuse BH miy errichte ferner IL =- BI 
senkrecht auf BH und ziehe BL, so ist BL 
^BQ^x, 

Nimmt man in den bisherigen Formeln 
6 = 0, so geht das Trapez in ein Dreieck 
fiber, sodass also die entsprechenden Aufgaben 
fiir das Dreieck hier zugleich mit gelost sind. 
Eine vorteilhafte praktische Anwendung von diesen Formeln 
ist die Teilung beliebiger Vielecke in Teile von bestimmten 
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Verhaltnissen, wenn zugleich die Teilungslinien einer gegebenen 
Geraden parallel laufen sollen. 

7. Aus der Hypotenuse und der Eathetensumme 
die Flache eines rechtwinkligen Dreiecks zu finden. 
Behalten wir dieselbe Bezeichnung wie in Nr. 4 bei, so ist 

und wenn wir die zweite Gleichung vom Quadrate der ersten 
subtrahieren^ so bleibt 

2xy 

endlich durch Division mit 4 

xy 

-2^ "AT' 

und damit ist die Flache des Ureiecks gefunden. Setzen wir 
dieselbe gleieh der Flache eines noch unbekannten Quadrates^ 
welches die Seite q besitzt, so haben wir 



= 6'^ — a^ 



s'-a^ 



.8 



folglich 



s* 




a* 


4 


V^s* 





a* 



und nun ist diese Quadratseite leicht zu finden, wenn man be- 
rucksichtigt, dass sie die I^lfte yon der Kathete eines recht- 
winkligen Dreiecks ausmacht^ welches s zur Hypotenuse und a 
zur anderen Eathete hat. 

8. Aus den beiden Hohen eines gleichschenkligen 
Dreiecks die Flache desselben zu finden. Es sei BC 
die unbekannte Basis x des gleichschenkligen Drei- 
ecks, AB ^ AC ^ y der gleichfalls unbekannte 
Schenkel desselben, ferner die Hohe AD^h und 
die Hohe BE ^h Die Flache unseres Dreiecks 
lasst sich auf doppelte Weise berechnen; es ist 
namlich 

AABC^l BC.AD'^ \xh, 




also 



AABC^\AC.BE 



hx 
hx == hy oder y ■• -t" 5 



»j::YfY»Vv 



..♦".•A 



r-^' 
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ferner ist CD ^ ^BC ^ ^x und mithin zufolge des Pytha- 
goraischen Lehrsatzes 



d. i. 






wenn man gleich den Wert von y aus der vorhergehenden 
Gleichung substituiert, Aus der vorstehenden quadratischen 
Gleichung erhalt man 

A) 



X = 



V{2hy- k* 



Setzen wir die Flache y^^ ^ 2% ^^ folgt vermoge des 
Wertes von x 



3 = 



1/; 



hk 



h. 



y{2hy-k^ 

Sowohl X als q sind leicht zu konstruieren, indem man zu- 
erst beriicksichtigt^ dass 

die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ausmacht^ welches 2 h 
zur Hypotenuse und k zur anderen Kathete hat. Es ist dann 

2hk 



X 



a 



oder a : k ^ 2h : X 



und mithin x die vierte Proportionale zu a, k und 2 A. Um 
aber q zu finden^ setzen wir 

hk _ ^^ __ /? 
1/(2A)2-P ^'V^^' 

wo nun /3 die vierte Proportionale zu a, & und A, endlich 
q =]//3^, d. h. die mittlere Proportionale zwischen /S und h ist. 

Dies giebt folgende zwei Konstruktionen Man 
macht GH^k und errichtet in G eine Senk- 
rechte s.u{ GH] aus H als Mittelpunkt beschreibt 
man mit 2% als Halbmesser einen Kreisbogen^ 
welcher jene Senkrechte in K schneidet; es ist 
dann 



Pig. 72. 




GK^ V(HK^ - GH^) « V(2hy ~ ¥ 



Eonstniktioneii za Sap. rv. 

nnd mithin GK" a. Nimmt man jetzt KS '^ KE 
ziebt ST\\GH, bo ist 

.GK:GE~8K:ST, 
d. b. 

a:li = 2h:ST, 

and mithin ST = x; aus der so gefimdenen Basis ist 
schenklige Dreieck leicbt zu konstruieren. 

Um dagegeu q zu finden, bescbreibt man wie 
rechtwicklige Dreieck GHK, in welchem HK~ 2E 
nimmt KL^EI^h und ziebt LM\\GE, ^^ 

so ist 

GK:GE=LK:LM, 
A. b. /' . 

a:k=h:LM, «k^ 

mithin LM == p. Darauf maebt man LN — 
LM— ^ and sncbt zwiscben LK and LN die mi 
portionale LQ; dieselbe iat —YLK . LN — Yh^, 
womit also die Linie q ihre Bestimmong gefunden I 



'■> 



V 



€■■■ ' 



^ 



^; 



r 



r". 



Der Kreis. 



Kap. V. 

Die Bogen, Winkel und Linien am Kreise. 



t § 22. 

^ Die Bogon und die Centriwinkel. 

I. Kennt man von einem Kreise den Halbmesser, so kann 
r; V nach dem, was wir fiber die Entstehung des Kreises gesagt 

haben (S. 8), der Kreis selbst jederzeit beschrieben werden; dies 
[ geht jedoch nnr auf eine einzige Art, oder, was dasselbe ist, 

ein gegebener Halbmesser liefert nicht mehrere verschiedene 
I Kreise, sondern nnr einen einzigen Kreis. Daher ist der Kreis 

u durch seinen Halbmesser unzweideutig bestimmt, und Kreise 

I von demselben Halbmesser sind kongruent; legt man sie mit 

I ihren Mittelpunkten aufeinander, so decken sich die Kreise vollig* 

l: Die erste Frage nun, welche wir zu beantworten haben, 

1/ ist die, ob der Kreis eine gerade, krumme oder gemischte 

Linie ist, was sich aus der Definition des Kreises unmittelbar 

Fig. 73. nicht, nach den Lehren des ersten Kapitels 

dagegen sehr leicht erkennen lasst. Gesetzt 

nun, ein Teil des Kreises, etwa das zwischen 

die Punkte A und B fallende Stiick desselben, 

ware eine gerade Linie, so nehme man zwischen 

A und B einen dritten Punkt C an und ziehe die Halbmesser 

AM, BMy CM'j dann miissten, wegen der Gleichheit aller 

Radien, die Dreiecke ABM und ACM gleichschenklig sein, 




B woraus folgen wiirde: 

1^ LMAB^LMBA und L MAC ^L MCA, 
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mithin, well L MAJB — L MAC, auch L MBA — L MCA, was 
iinmoglich ist, well L MCA den Aussenwinkel des Dreiecks 
BCM bildet; kein Stiick des Kreises kann also geradlinig ver- 
laufen und mithin ist der Ereis selbst eine krumme Linie. 
Irgend ein Tell desselben, wie z. B. der zwischen A und B 
liegende^ heisst ein Ereisbogen und wird dadurch bezeichnet^ 
dass man die an seinen Endpunkten stehenden Buchstaben neben- 
einander und die Silbe arc (Abkiirzung von areas) davorsetzt 
(are A B). 

II. Zieht man von den Endpunkten eines Bogens Gerade 
nacb dem Mittelpunkte des Ereises^ so bilden letztere einen 
Winkel miteinander, welcher seinen Scheitel im Mittelpunkte 
hat^ und wie man zu sagen pflegt^ fiber dem gegebenen Bogen 
steht; ein derartiger Winkel heisst ein Centriwinkel (der 
Centriwinkel A MB z. B. steht iiber dem Bogen AB), Man 
erkennt aus diesem Winkel die Grosse der Drehung, welche 
notig war, um mit dem gegebenen Halbmesser den gegebenen 
Bogen zu beschreiben. Wie eng uberhaupt der Zusammenhang 
zwischen dem Bogen und seinem Centriwinkel ist, wird man 
aus folgenden Betrachtungen ersehen. 

Eommen in zwei mit demselben Halbmesser beschriebenen 
Ereisen zwei gleiche Centriwinkel L AMB =^ LAJM^B^ vor, 
so kann man den zweiten Ereis p. ^^ 

so auf den ersten legen, dass 
sich die gleichen Centriwinkel 
decken, also Jfcf ' auf M, A^M' 
auf AM, B'M' auf BM fallt; 
wegen der vorausgesetzten Gleichheit der Halbmesser decken 
sich aber (nach Nr. I) die Ereise ganz und gar und mithin 
miissen auch die Bogen AB und A^B^ zusammenfallen; d. h. 
In Ereisen von gleichen Halbmessern gehoren gleiche 
Bogen zu gleichen Centriwinkeln. Weiss man umgekehrt, 
dass die Halbmesser und die Bogen einander gleich sind, so 
kann man die Ereise so auf einander legen, dass M' auf M 
\md M'A^ auf MA (also A^ auf A) fallt; dann decken sich 
die Ereise wieder voUstandig, es fallt B^ auf B und mithin 
auch M'B^ auf MB, weil es zwischen zwei Punkten nur 
eine Gerade giebt; d, h.: In Ereisen von gleichen Halb- 

Schldmiloh, Qeom. d. Mafies I. 7. Aufl. 7 
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98 Eap. y. Die BOgen, Winkel nnd Linien am Ereise. 

messern gehoren gleiche Centriwinkel zu gleichen 
Bogen. 

Setzen wir, wie vorhin, gleiche Centriwinkel vorans nnd 
bringen die beiden in Rede stehenden Ereise jetzt so liber- 
einander, dass Jf' anf M nnd M^A^ anf MB zu liegen kommt, 
so fallt M^B^ etwa nach MC nnd wir haben arcBC^arcA^B\ 
di.\.^arcAB, und mithin arc AC ^-^ 2 arc AB, Die Verdop- 
pelung des Centriwinkels {L AMC ^2 LAMB) hat also eine 
Verdoppelnng ' des entsprechenden Bogens zur Folge. Ebenso 
leicht erhellt, dass, wenn L AMD ^^ LAMB ist, auch arc AD 
r ^SarcAB sein muss, worans von selbst hervorgeht, dass 

f sich ein gegebener Kreisbogen beliebig vervielfachen lasst, 

indem man seinen zugehorigen Centriwinkel vervielfacht. Wird 
dagegen umgekehrt der zu einen gegebenen Bogen AD ge- 
horende Centriwinkel AMD in mehrere gleiche Teile geteilt, 
wie z. B. L AMB ^ ^ L AMD, so entsprechen diesen gleichen 
Teilen des Centriwinkels auch gleiche Teile des zugehorigen 
Bogens, namlich arcAB^^arcAD. Fassen wir dies alles 
zusammen, so ergiebt sich der Satz: Es lasst sich jederzeit 
ein Kreisbogen finden, welcher ein vorgeschriebenes 
Vielfaches oder einen vorgeschriebenen Teil eines ge- 
gebenen Kreisbogens ausmacht. 

Eine wichtige Anwendung hiervon ist die Teilung des 
Ereises. Denkt man sich namlich den Ereisumfang in 360 
gleiche Teile zerlegt, so entsteht ein Bogen, welcher ein Bogen- 
grad heisst; den 60"*®'* Teil desselben nennt man eine Minute 
(Bogenminute), der 60"*® Teil der Minute fiihrt den Namen 
Sekunde (Bogensekunde); noch kleinere Teile des Ereises 
druckt man durch Decimalbriiche von Sekunden aus. Fiir den 
Grad dient das Zeichen: ^, fiir Minute: ' und fur Sekunde: "; 
wonach z. B. 57^ 17' 44'',8 so viel bedeutet als 57 Grad, 17 Mi- 
nuten, 44^^ Sekunden. Nach dieser Einteilung enthalt also 
der ganze Ereisumfang 360^- 21600' « 1296000'', der Halb- 
kreis 180^- 10800'= 648000", der Viertelkreis (Quadrant) 
90^- 5400' « 324000", der Achtelkreis (Oktant) 45^=2700' 
= 162000" und der Sechstelkreis (Sextant) 60^«3600'« 216000". 
Wie man sieht, ist diese Teilung des Ereises analog der in 
§ 2 erwahnten Winkelteilung. 



r 



«*k 



§ S3. Die Ceutriwinkel und die Peripheriewinkel. 

§ 23. 
Die CentriwiDkel nnd die PeripheriewinkeL 

Zieht man von zwei a,uf dem Umfange eines Ereises lii 
deu Punkten gerade Linien nach - eiaem dritten Punkte 
Umfanges, so schliessen dieae Geraden einen Winkel ein, 
Peripheriewinkel genannt wird, weil aein Scheitel aof 
Umfaoge (dei Peripherie) des Ereises liegtj dergleichen 
kel siad z. B. die Winkel APB in den Fig. a, fi, y- 

Tif. lea. FJg. 7Sjt. Fig. TGf. 
^ ^B _^ -^B A ^ 



Bleiben wir zunachst bei der einfachen Fignr k st 
■wo der Schenkel AT dnrch den Kreismittelpunkt C geht, 
konatmieren den zngehdrigen Centriwinkel ACB dorch Z' 
yon BC, so iat der letztere Anaaenwinkel zQ dem Dre 
BCP nnd daher 

LACB^LBPC + LCBP. 
Wegen der Gleichheit der Halbmesser ist aber das Dr 
BCP gleichachenklig, mithin LBFC^-LCBP, und fol 

1) L ACB = 2 L BPC = 2L APB, 

d. b. der Centriwinkel gleicb dem Doppelten des mit ihn 
gleicbem Boden steheoden Peripheriewinkels. 

Ziehen wir weiter in Fig. ^ die Gerade PCD, so li 
wir nach dem Vor^en die Gleichnngen 

LACB = 2LAPI), 

LBCD = 2LBPD, 
nnd folglicb dnrch Addition 

2) L ACB = 2 {LAPB + LBPD) = 2L APB. 
Ziehen wir ebenso in Fig. y die Gerade PCD, so ist w 

LACJ)~-2LAPD, 
L BCD - 2 Z. BPD, 
nnd folghch dorcb Snbtraktion 

3) LACB-2(LAPD-LBPD)~2LAPB. 



p. V. Die BOgen, Wiakel und LioieD am Ereise. 

I betrachteten drei Falle stellen, wie leicht zu sehen 
ein mogliclien Lagen dar, welche ein Peripherie- 
sein zngeboriger Centriwinkel gegen einander haben 
nn entweder fallt der Pimkt D mit einem der 
ider B zusammeu (Fig. a), oder D fallt zwiechen 
(Fig. ^), oder endlich J) liegt ansserhalb des 
' (Fig. y). Da nun in jedem Falle die Gleicliiing 
L APB besteht, so haben wir den Satz: Wenn 
winkel und ein Peripheriewinkel fiber dem- 
sisbogeu stehen, so ist der Ceatriwinkel das 
des Periplieriewiiikela, oder nmgekebrt der 
(winkel die Hiilfte dea Centriwinkels. 
inem gegebeneu Bogen giebt ea nur einen Oentri- 
;egen imzablige Peripheriewinkel; da jeder von den 
i Haifte des einen Centriwinkels auamacht, so folgt 
iiber cinem und demaelben Bogen atehendeu 
iwinkel aind einander gleich. 
eres Interesse hat der Fall, wenn der Centriwintel 
iter =- 2 ii ist, also der Peripheriewinkel fiber dem 
steht; letzterer betragt dann jederzeit einen rechten 
is man in der korzen Formel atiszadrucken pflegt: 
ikel im Halbkreise iat ein Rechter. 
liert man zwei Peripheriewinkel APB und AQB, 
tel auf entgegengesetzten Seiten der Verbindungs- 
linie Ali Uegen, so ist LAPB die Haifte dea 
konkaven Winkels ACS und LAQB die Haifte 
des konvezen Winkela A CB, denn belde stehen 
fiber dem Bogen APB; die Winkel APB und 
AQB betragen daher zuaammen die Haifte von 
der Snmme des konkaven and konvexen Win- 
kels bei C, A. h. die Haifte von vier Rechten; 
es ist denmach L APB + AQB~2R 



Die Selinen und die Sekanten. 

f gerade Linie, welche zwei Punkte eines Kreis- 
liteinander verbindet, heisst eine Sehue (Chorde) 



§ 24. Die Sehnen nnd die Sekanten. XOl 

des Kreises; ist sie noch.uber jene Punkte hinaus verlangert^ 
so fuhrt sie dem Namen Sekante. Da aus den Betrachtungen 
§ 22^ I hervorgeht, dass eine Gerade hochstens zwei Punkte 
mit einem Kreise gemein haben kann, so lassen sich obige 
Erklarungen auch so fassen: Sekante heisst jede Gerade, welche 
mit einem Kreise zwei Punkte gemein hat, Sehne das Stiick 
der Sekante, welches zwischen jenen Punkten liegt. 

Verbindet man die Endpunkte einer Sehne durch Badien 
mit dem Kreismittelpunkte, so entsteht ein gleichschenkliges 
Dreieck, dessen Basis die Sehne ist, z. B. ABM'^ zieht man 
noch eine Gerade von der Mitte N der Sehne „. „ 

trig. 19, 

nach dem Mittelpunkte My so zerfallt das L ^ ^^ 
Dreieck ABM in zwei andere Dreiecke AMN t 

und BMN. welche in alien Seiten mitein- V'' 

ander libereinstimmen und daher kongruent — ^^^ - ^^ — j. 
sind. Daraus folgt weiter, dass MN den 
Centriwinkel A MB halbiert nnd senkrecht auf AB steht; dass 
mithin MN der Abstand der Sehne vom Centrum ist. In 
dem rechtwinkligen Dreiecke AMN haben wir nun 



AN^VUM^-'MN^)y 
d. h. 

^AB^V(AM^-MN^), 

Oder, wenn wir zur Abkiirzung AB ^ a, AM^r^ MN 
setzen imd die vorige Gleichung mit 2 multiplizieren, 



1) a«2l/r»-c2. 

Dieser Ausdruck erhalt seinen grossten Wert, wenn so 
wenig als moglich von r^ subtrahiert wird, also c « ist; es 
wird dann a = 2Vr^«=2r, in der Figur = CD. Nennen wir 
den doppelten Halbmesser des Kreises kurz seinen Durchmesser, 
so heisst dies: Der Durchmesser ist die grosste aller 
Sehnen. 

Lassen wir in der Formel 1) c von Null an zunehmen, so 
wird^ immer mehr subtrahiert, und es bleibt also immer weniger 
iibrig, d. h.: Je grosser die Entfernung einer Sehne vom 
Mittelpunkte ist, desto kleiner ist die Sehne selbst. 
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a wir endlich c seinen groasten Wert cMI^ — r, 
!— 0, also die Sehne am kleinsten, nnd iu der Tliat 

dann die Sehne auf einen blossen Pontt ziiaammen. 
Venn wir nach Erledigong dessen, waa fiber eine 
^t warden kann, nns zor Betrachtung Ton zwei Sehuen 
3o sind wieder die beiden Falle za unterscheideD, ob 
en gleiche Richtung haben oder nicht. 
mfen die beiden Sehnen AJi und CD einander parallel 

man AD, so entstehen zwei gleiche Wecbselwinkel, 
BAD nnd CD A, die zugleich Peripherie- 
-~^^ winkel sind. Der erste steht fiber dem Bogen 

-^^^ BD, ibm wflrde der Centriwinkel -B3f 2> ent- 
[ \ sprecben^ der zweite ateht fiber arcAG und 

-JB sein Centriwinkel ware A MC; aus der Gleicb- 

■^ heit jener Peripheriewinkel folgt aber die 

Gleichheit der zngeborigen Centriwinkel tind 

r die Gleichheit der entaprechenden B&gen BD and 

h.: Zwischen zwei parallelen Sebnen liegen 

Bogen. 

Satz gilt fibrigens auch nmgekehrt, deun sind die 
sieh, 80 sind anch jene Winkel gleich und folglieh die 
egen der Gleichheit der Wecbselwinkel parallel, 
aben zwei Sehnen nngleiche Richtong, so miissen sie 
gen&ills rerlai^ert) scboeiden; ihx Darchschnittspnnkt 

in Beziehung auf den Ereis eine dreifacb verscbiedene 
en; entweder namlicb liegt er auf der Peripherie des 
slbst (Fig. 80), oder innerbalb des Kreises (Fig. 81a), 
ch aueserhalb desselben (Fig. 81^). Dies giebt folgende 
ngen. 

shneiden sich die Sehnen AS und AG yd. dem Fnnkte 
eisnmfanges und sind P und Q die Halbierungspunkte 
, so stehen die Geraden MP und MQ senkrecht auf 
AG (Nr. L); umgekehrt milsseii anch Gerade, welcbe 

P senkrecht auf AB und von Q senkrecht auf AC 
I lasst, durch M geben, da sie von TM und QM nicht 
!n sein konnen. Wenn also der Mittelpunkt des Ereises 
annt ware, so wQrde man ihn dadarch fiuden k5nnen, 

die g^benen Sehnen durch Senkrecbte halbierte und 
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letztere bis za ifarem Durchsclinittspunkte yerlangerte. E 
soJchea DuTchsctnittfipunkt muss es immer geben, weil 
Winkel ATQ ein spitzer, L APM dagegen ein rechter iat, 
mithin die Geraden PM und QT (oder QM) verschiedene B 
tungen haben. — Das genannte Verfahren ^^ „„ 

bleibt aber ganz dasaelbe, weim man sich den 
Kreis selber weg denkt und Ton den Sebnen 
nur ibre Endpuntte j4, B, C beibebalt, die 
natflrlicb nicbt in einer geraden Linie liegen 
dfirfen (es wurde sonst QT^MF); man zieht 
dami die Sehnen AB, AC, macht die vorige 
Konstruktion, und mm muss M der Mittelpunkt des Kr< 
aein, anf welcbem die Punkte A^ B, C liegen. In der That 1 
sich mit Hilfe kongmentet Dreiecke sebr leicbt nachweiaen, 
die, in der Figur nicbt gezogenen Geraden AM, BM, 
einander gleieh sind und folglicb als Halbmesser eines Kri 
uigeseben weiden konnen. Dies giebt den Satz: Ein K 
ist dufcb drei nicbt in einer geraden Linie liege 
Funkte bestimmt. 






p) Scbneiden sich zwei Sehnen AB und CD inner 
oder ausserbalb des Kreises in E, so ist, wenn man AC 
SD zieht (sowobl in Fig. a als j3), LAEC — LBED 
i- ACE — L DBE (als Peripheriewinkel flber demselben Bo 
oder als Supplemente solcher Peripheriewinkel); die Dreii 
AGE and DBE sind daher ahnlich und geben 

AEiCE-^DEzBE 
Oder 

AE.BE-CE.DE, 
i h.: Das Produkt aus den Abschnitten der ei 
Sehae ist gleieh dem Prodnkte aus den Abschnit 
^er anderen. 
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idet ningekelirt bei zwei Geraden AB tind CB, die sich 
^eideo, die obige Gleicbong statt, so massen die vier 
A, B, Cj D auf dem Umfange eines uud desselbeu 
liegen. Denn giuge der dnrch A, B and C m5gliche 
icfat darcb D, sondem durch eiuen anderen Pnnkt D' 
raden CD, ao ware gleichzeitig AE.BE^CE.BE 
'S .BE = CE.D'E, was sich zusammen nicbt vertragt. 
id also darcb drei Funkte im allgemeinen immer ein 
elegt werden kamj, ist dies darch vier Funkte nut dann 
, wenn die oben entwickelte Gleiehong stattfindet; letz- 
thalt daker die Bediogung, unter welcher ein Kreis 
ier gegebene Punkte gehen kann. 



Die Tangenten des Ereises. 

Wir kaben bisker solcke gerade Liuien betrachtet, welcke 
^unkte mit dem Kreisamfauge gemein habeu, and es 
laker nock der Fall za untersucken abrig, in welchem 
jrade and ein Kreis nar eiaen einzigen Fankt gemein- 
;k besitzen, Laasen wir die Sekante AS bo fortriicken, 
Is- N dass sie immer senkrecht anf MP bleibt, ao 

kommeD die Fankte A and B einander mn 
ao naker, je weiter sich N Ton M entfemt; 
' ist endlick ^ in P angelangt, so &llen die 
^ J zwei Punkte A und B in einen einzigen 

leu, die Sekante nimmt die Li^e FT an und kat jetzt 
len Punkt, namlick P, mit dem Kreise gemein. Eine 
;e Gerade keisst eine Tangente des Kreiaes and der 
P, welcben sie mit dem Ereise gemein kat, ibr Be- 
igapunkt. 

} Entstehungsweiae der Tai^ente scheint daranf kinzu- 
daas die Tangente PT senkrecht auf dem nack ihrem 
mgspnnkte gezogenen Halbmesser MP steken mSsse; ob 
mer der Fall ist, entsckeidet sick leicht, wenn man solcke 
PU oder PV betracbtet, welcke mit MP einen apitzen 
impfen Winkel macken. Fallt man yon M eine Senk- 
Kif aufPC/, soiat3ffl<JJfP, mitkin liegt der Punkt fl 
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im Innern des Kreises und folglich mass die Gerade F 
Kreisumfang zweimal schneiden (lieim Eintritte in den 
und beim Austritte ans demselben); fUllt man ebenso auf d 
ISngeruDg yon PF daa Perpendikel MK, ^. ^^ 

80 ist wieder KM < MP, es liegt da- 
her aneh K im Tiineni des Kreisea tind 
die Gerade PV sclmeidet, hinreichend 
veriSiigett, den Ejeis zweimal. Die Ge- 
raden PU und PV aind daher Sekanten 
und keine Tai^enten. Dass aber jeder 
von P Terschiedene Punkt S der senkreclit stehenden Gerac 
ausserhalb dea Kreises liegt, erkenut man daraus, dass d 
potenuse MS grosser als die Kathete MP sein musa. 
giebt den Satz: Jede auf dem Endpunkte eines 
measers senkrecht stebende Geiade iat eine Tan 
dea Kreises; und umgekebri: Jede Tangents eines E 
stebt senkrecbt auf dem nach ihrem Berlihrungsp 
gezogenen Halbmesser. (Denn weou sie nicht set 
atOnde, so ware sie wie PU und PV eine Sekante, w 
VorausaetzuEg widersprieht.) 

Aua dem Obigen folgt Doeh der Satz: Durcb ein< 
gebenen Punkt anf dem Umfange eines Kreisea it 
eine einzige Tangente moglicb. 

II. Auf die Betracbtung von einer Tangente miiss 
die von zwei Tangenten folgen; man wird aber leicbt 
dasa bierbei die Auabeute sebr gering iat, und wir wend 
daber zu der Yergleicbung zwiscben den Tangenten und & 
Hier sind wieder die beiden Falle zu unterscbeiden, < 
Tangente uad die Sebne gleicbe Ricbtuug haben (Fig. 82 
uickt {Fig. 84). 

a) Laofen die Sebne AS und die Tangente PT ei 
parallel, ao stebt der naeb dem BerKbmngspunkte P gei 
Halbmesser nicbt nur auf der Tangente, aondem anch a 
Sebne A& senkrecbt, woraus die Kongruenz der Di 
AMN und BMN und die Gleichheit der Winkel AM 
BMP folgt. Diese ziebt die Gleicbheit der entspred 
Bogen AP und BP nacb sicb, was man mit den Worte 
drScken kaun: Wenn eine Sebne einer Tangente pa 
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|C lauft, so halbiert der Beriihrungspunkt der letzteren 

den zwischen beiden Geraden liegenden Bogen. 

Man wird leicht bemerken, dass sich der Satz auch um- 
kebren lasst. 

i) Wenn eine Tangente und eine Sebne un- 
gleiche Bichtung baben^ so mtissen sie sich 
notwendig schneiden, und da dies begreif- 
licherweise nicht im Innern des Kreises ge- 
schehen kann^ so muss der Durchschnittspunkt* 
entweder auf dem Umfange oder ausserhalb 
des Kreises liegen. 

a) Scbneiden sich die Sebne TQ und die Tangente ST iva. 
Punkte P der Peripherie (Fig. 84\ so ist, wenn die Sebne QV^ FT 
gezogen wird, arcPQ = arcPU und folglich (weil iiber gleichen 
Bogen gleiche Peripheriewinkel stehen) L PUQ = L PQU^ tmd 
da letzterer als Wechselwinkel = L QPT ist, L PUQ = L QPT, 
wo man bemerken moge, dass L U der Peripheriewinkel iiber 
dem kleineren Bogen PQ ist. — Zieht man ferner nach einem 
Punkte V auf diesem Bogen die Geraden PV und QVy so ist 
L PVQ = Z- F der Peripheriewinkel iiber dem grosseren Bogen 
PUQ oder PQ, und man hat nach § 23 (letzter Satz) * 

LPUQ + LPrQ=^2R 

=^LQPT+QPS, 

und wenn man hiervon die vorige Gleichung LPUQ ^ L QPT 
subtrahiert, so bleibt LPVQ ^ LQPS. Dies giebt folgenden 
Doppelsatz: Gehen durch einen Punkt auf dem Umfange 
eines Kreises eine Sebne und eine Tangente, so ist der 
spitze Winkel, den beide Gerade mit einander bilden, 
gleich dem Peripheriewinkel iiber dem kleineren Bogen 
und der stumpfe Winkel gleich dem Peripheriewinkel 
iiber dem grosseren Bogen. 

Auch umgekehrt gilt dieser Satz, wie man leicht finden wird. 

^) Scbneiden sich die Sebne AB und die Tahgente SP 
ausserhalb des Kreises in T, so lasst sich der vorige Satz 
anwenden, wenn man die Sehnen AP und BP zieht; es ist 
dann L BPT gleich dem Peripheriewinkel iiber dem kleineren 
Bogen JBP, also «= L BAP. Da ausserdem die Dreiecke APT 
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und P£T noch in dem Wintel T iiberemstiminen, i 
AAPTco APBT uiid daraus die Proportion 

AT:PT=PT:BT 
oder ^"'^ 

TT^^AT.BT. ^>f~ 

In Worten heisst dies: Schneiden sich eine / ■ \ 
Sekante and eine Tangente ansserbalb 1 
des Kreises, so ist der Abschnitt der \^ \ 
Tangente die mittlere Proportionale s P 
zwiscben den Abachnitten der Sekante. 

lindet omgekebrt zwischen AT, BT und PT & 
Bezietung etatt, so muss PT eine Tangente an dem di 
Punkte A, B und P gehenden Kreise sein. Wegen des : 
Winkels T und der vorauagesetzten Proportion sind 
die Dreiecke APT und PBT abnlich, mithin LBAP = 
und folglich nach a) die Gerade PT eine Tangente des 
Die obige Gleicbung stellt also die Bedingong dar 
welcher ein dureh drei Punkte gehender Ereis eine du 
letzten dieser Punkte gezogene Gerade beriihren kann. 



Zwei and mehrere Erelse. 

Die Vergleichung zweier oder mebrerer Kreise hat z 
zn berilcksicbtigen, einmal die Halbmesser und zweit 
Entfemung der Mittelpunkte der Kreise; durch das E 
stimmt sich namlich die Grosae der Kreise, dnxcb das 
ihre gegenseitige Lage. Nennen wit ein- fiir allemal 
die Halbmesser und e die Entfemung der Kreismittf 
(die Centrale), so baben wir zu untersucben, wel 
ziebungen zwischen r, ^ und e stattfinden miissen, vi 
Kreise diese oder jene h&ge zueiuander haben sollen. 

Der einfachste Fall ware nxm offenbar, wenn die 
Mittelpnnkte aufeinander fallen, abo e = ist. Die 
heissen dann konzentrisch nnd es fallt der eine e 
^DzHcb auf den andem (Kongruenz), wenn r = q, o 
mit dem kteinem Halbmesser beschriebene liegt ii 
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rndern, wenn r von p verschieden ist. In jenem Falle 
1 beide Kreise alle Punkte, in diesem keinen Punbt mit- 
der gemein. 

3ind aber die Kreise niebt konzentriscb, also e tod Null 
hieden, so kiinnen drei verschiedene Falle eintreten; die 
e baben iu,mlich gar keinen Punkt gemein, oder einen 
t oder endlich zwei Pnnkte, wie die folgenden Befcrach- 
n zu erkennen geben. 

[. Liegt namlicb der eine Kreis ganz innerhalb, wie in 
X, oder ganz aiisserhalb dea andem, wie in Fig. ^, so 
rig. 86a. baben sie keinen Punkt gemein nnd es ist 

in Fig. a 

MP-MN+NQ+PQ, 

" "' r^e + Q + PQ 

oder 

1) r-e^e + PQ, 

olglicb, wenn man PQ recbter Hand weglasst, 

r- Q>e. 
D^egen ist in Fig. ^ 

MP+PQ+NQ= UN, 

Fig. Ml*. ^ I 

r+PQ+Q-e 
oder 

3) r + g^e-PQ 
imd, wenn man PQ recbter Hand weglasst, 

4) r + Q<e. 

Jmgekebrt ist auch leicht zu seben, dass, wenn eine der 
gm^en 

r — p > e oder r + p < e 

t ist, die Kreise keinen Pnnkt miteinander gemein baben 
lass im ersten Falle der eine Kreis innerbalb des andern, 
reiten Falle ausserbalb des andem liegt. 
I. Wenn sicb die beiden Punkte P und Q in einen ein- 
znsammenziehen, also PQ ~ ist (Fig a nnd /J), so geben 
leiebungen 1) imd 3) in die folgenden fiber: 
*■ — p = e und r -f p = c. 



§ 26. Zwei "und mehrere'Kreiae. 



Die Kreise haben jetzt eineii Punkt P miteinander geme 
oder sie beriihren sicb, und zwar ist die'Beriihnmg eine^inne 





Oder aussere, je nachdem der kleinere Xreis innerhalb d 
grosseren Kreises liegt (Fig. a) oder ausserhalb deaselben (Fig./ 
Dasa in der That die beiden Kreise keinen Punkt weiter als 
gemein haben, ist leicbt zu aeben, denn ziebt man in Fig. a nai 
einem von P verschiedenen Punkte L auf der Peripberie des kb 
neren Kreises die Geraden LM vmd LN, so ist LM<MN+ L 
d.i. LM <e-\- p, oder, weil aus Nr. 5 e + p = r folgt, LM <_ 
worana unmittelbar bervorgebt, dass L innerbalb des grosseri 
Kreises Kegt. Ziebt man ebenao LM und LN m Fig. ^, 
ist MN<LM+ LN, d. h. r + Q<LM+^, alao r <L2 
woraus wieder folgt, dass L ausserbalb des um M bescbriebeni 
Kreises liegt. Die Gleicbungen 5) entbalten also die Bedin 
ungen, unter denen sicb zwei Kreise berflbren. 

Wenn umgekebrt zwei Kreise sicb berilbren, so liegen au< 
ihre Mittelpunkte und der Bertibrungspunkt auf einer und d( 
selben Geraden und zugleicb findet die eine oder andere d 
Gleicbungen 5) statt. Waren namlich in Fig. Sly M und N d 




Ereismittelpunkte und ea ginge die Centrale MN nicbt dun 
den Berflbrungspunkt P, so wiirde aie durcb zwei andere Punk 
B und K auf den Peripberien der Kreise geben miissen, va 
nnn batte man MH> MN+ NK, oder, wenn man atatt M 
und NK die Radien MP und NP setzt, MP> MN+ N. 
Was aber unmoglicb ist. Ebenso ware in Pig. S MN > MS+ N 
Oder MN > MP + NP, waa ebenfalls unmSglicb ist. D 
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lie MN moss also jedenfalls durch den BerOhrungspniitt P 
, wie in den Fignren a und /J, and nun finden wie dort 
leicliimgen r — p = e oder r + p -=■ e statt, je nacbdem 
erOhnuig TOn innen oder von aussen geachieht. 
Irrichtet man im Berfihrungspnnkte eine Senkrechte anf 
entiale, so ist diese die gemeinschaftliclie Tangente 
■ Ereise; bei einer inuem Beruhnmg liegen beide Kreise 
jtaelben Seite der gemeinaehaftlichen Tangente, bei einer 
n BerQfamng aof entgegengesetzten Seiten. 
II. Wenn endlicb die Kreise zwei Pnnkte A tmd B ge- 
haben, so sind die beiden Hauptfalle zu unteiacbeiden, ob 
ittelpunlcte M und N auf derselben Seite der Sekante Ali 
, oder auf est^egengesetzten Seiten derselben (Fig. 88« 

««■ 

m ersten Falle ist 

Pig. BSa. Fig' ^p- 





MF+PQ-MN+NQ, 

r-e + PQ = e, 
renn PQ links weggelassen wird, so folgt 

r ~- Q <e. 
Janz ahnlich baben wir in Fig. /S 

MP+NP^MN, 
MP+NQ-PQ- MN, 
r+0~PQ=e 
wenn wir links PQ weglassen, 
r+p>e. 
)eE tJbergang Ton dem einen zum auderen Hanptfalle 
der specielle Fall, -wo der Mittelpuokt N des kleineren 
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Ill 



Kreises auf der gemeinschaftlichen Sekante AB selbst liegt. 
Es besteht daun zwischen r, q xind e die Gleichung 



e\ 




Konstruktionen zu Kap. V. 

1. Der Satz, dass alle fiber demselben Bogen oder fiber 
derselben Sehne (auf gleicher Seite der letzteren) stehenden 
Peripheriewinkel einander gleich sind, giebt zu einer sehr brauch- 
baren Aufgabe Veranlassung, namlich: 

Einen Kreis zu beschreiben, wenn eine Sehne des- 
selben und der iiber ihr stehende Peripheriewinkel ge- 
geben sind. Halbiert man die Sehne AB Pig.so. 

durch die auf ihr senkrechte Gerade NQ und 
zieht AQ, BQ, so ist L AQB « L APB, also 
gleich dem gegebenen Peripheriewinkel P, femer 
LAQN^^^P mid L NAQ ^ R- ^P^NBQ. 
Von dem Dreiecke ABQ kennt man also eine 
Seite und die beiden anliegenden Winkel 
(jeder = R— |-P) und folglich ist dasselbe leicht zu kon- 
struieren. Beschreibt man jetzt einen durch A^ B und Q gehen- 
den Kreis, so ist dies offenbar der gesuchte Kreis. 

Eine zweite und kurzere Konstruktion ergiebt sich aus dem 
Satze II, a^ in § 25. Macht man namlich L BAT = dem ge- 
gebenen Peripheriewinkel P, so muss J. T eine rig. 90. 
Tangente des fraglichen Kreises sein; derMittel- 
punkt derselben ist also einerseits auf einer 
Geraden AM z\x suchen, welche senkrecht auf 
ST steht, andererseits auf einer Geraden MN, 
welche die Sehne senkrecht halbiert. Der Durch- 
schnitt M beider Geraden giebt daher den Mittelpunkt des ge- 
suchten Kreises und AM als dessen Halbmesser. 

2. Durch einen gegebenen Punkt an einen ge- 
gebenen Kreis eine Tangente zu legen. Es sind hier zu- 
nachst zwei Falle zu unterscheiden, ob namlich der gegebene 
Punkt auf der Peripherie des Ejreises oder ausserhalb desselben 
hegt. Im ersten Palle hat man nur den Punkt P mit dem 
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Fig. 91. 




I^r 



— r 




Kreismittelpunkte M zu verbinden und auf dem so entstandenen 
Halbmesser MP eine Senkrechte PT im Punkte P zu errichten. 

Im zweiten Falle kommt es darauf 
an, ein rechtwinkliges Dreieck MPQ zu 
konstruieren, welches die Gerade MP zur 
Hypotenuse hat und dessen Spitze Q auf 
der Peripherie des gegebenen Ejreises 
liegt. Man erhalt dasselbe leicht, wenn 
man uber MP als Durchmesser einen 
Kreis beschreibt, welcher den gegebenen Kreis in Q schneidet; 
es ist dann L PQM (als Winkel im Halbkreise) =^ R und folglich 

PQ die gesuchte Tangente. Da der Hilfskreis 
uber PQ den gegebenen Kreis zum zweiten 
Male in Q' schneidet, so giebt es noch eine 
zweite Tangente PQ\ Aus der Kongruenz der 
Dreiecke MPQ und MPQ' folgt noch PQ=PQ' 
und L MPQ = L MPQ\ so dass also M auf 
der Halbierungslinie des Winkels QPQ' liegt. 

3. Die gemeinschaftliche Tangente zweier gegebe- 
nen Kreise zu finden. Sind die beiden mit den ungleichen 
Halbmessem MP und NQ beschriebenen Kreise gegeben und 

ist PQT eine Gerade, welche sie beide 
beruhrt, so sind die Winkel* MPT 
und NQT gleichzeitig rechte; wenn 
ferner NS \\ PQ gezogen wirA, so ist 
auch L MSN^ JJ, und man kann 
folglich NS als Tangente eines mit 
dem Halbmesser ME^MP-HP 
= MP — NQ beschriebenen Kreises 
ansehen. Dies fuhrt unmittelbar zur 
folgenden Konstruktion: Man be- 
schreibe aus dem Mittelpunkte M des 
grosseren Ejreises einen Hilfskreis, welcher die Differenz der 
gegebenen Halbmesser zum Radius hat, imd lege an ihn vom 
Mittelpunkte N des kleineren Kreises aus eine Tangente, deren. 
Beruhrungspunkt H sein moge. Verlangert man jetzt den Halb- 
messer MB bis P und zieht PQ \\ HN, so ist PQ die gesuchte 
Tangente. Da sich von N aus zwei Tangenten an den Hilfs- 



Fig. 93. 
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kreis legen lassen^ so folgt, dass auf der anderen Seite yon 
JUN noch eine zweite gemeinscliaftliche Tangente P'Q^ liegt, 
welche, wie leicht zu sehen ist, durch denselben Punkt T der 
verlangerten Centrale geht. 

Ausser den soeben gefundenen zwei gemeinschaftlichen 
TaDgenten beider Kreise giebt es iibrigens noch ein zweites 
Paar, wobei die Beriilirungspiinkte wg. m. 

nicht auf derselben Seite der Centrale 
(wie P und Q oberhalb), sondem auf 
entgegengesetzten Seiten derselben lie- 
gen, wie [7 und F, oder Z7', F'. Jene 
Beruhrungslinien (PQ und PQ') nennt 
man die ausseren, diese (C/Fund 
?7'F') die inner en gemeinschaftlichen 
Tangenten der beiden Kreise. Man 
findet letztere, wenn man nicht mit der Differenz, sondprn mit 
der Summe der gegebenen Halbmesser einen Hilfskreis be- 
schreibt und dann wie vorhin verfahrt, wovon die Griinde 
leicht genug einzusehen sind. 

Die beiden Punkte S und T, in welchen sich die inneren 
und ausseren gemeinschaftlichen Tangenten schneiden, heissen 
die Ahnlichkeitspunkte der beiden Kreise; S der innere, 
T der aussere. Ihre Entfemungen vom Mittelpunkte des 
grosseren Kreises sind leicht zu finden, sobald die Halbmesser 
MP « r, NQ =» Q und die Centrale MN^ e gegeben sind. 
Fur J/iS - 5 und MT^^^t ist namHch 

MH:MN^MU:MS, 




d. i. 
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^enn sicli die beiden Kreise von aussen berfltren, so 
die belden inneren Taogenten zn einer einzigen zaBammen 
an hat dann nar nocb drei gemeinscbafUicbe T^genteu; 
len sicb die Kreise, so giebt es gar beine inneren, son- 
ur zwei aaasere gemeinscbaftliche Tangenten; berflhren 
ie Kreise von innen, so bleibt nur eine anssere gemein- 
iche Tangente itbrig; liegt endlicb der kleinere Ereis so 
lib des grossereii, dass er keinen Pmikt mit ihm gemein hat 
Ja), so ist gar keine gemeinachaftliche Tangente Torband en. 
eht man Qberbaupt ein Paar parallele Radien MP und 
let MU nnd NQ xind nennt S' nnd T die Durchscbnitte 
U nnd MN einerseits, sowie von PQ und MN anderer- 
30 hat man 

„,» MViMS'-NQ-.m', 




-.MS'. 



e - US', 



QMS'-r(e-MS'), 
uni] hieraus findet man leicht 



MF-.MT'-'NQzNT', 
r-.MT'-^Q-.MT-e, 
QMT'-r{MT'-e), 



MT' ^. 

r-p 

ns der Vergleichnng dieser Pormeln mit denen fur s und 

ibt sich augenblicklicb, dass S' und 2" die Ahnlichkeits- 

I der gegebenen Kreise sind und dass man also den Satz 

len kanu: Die Verbindungslinie der Endpunkte 

d zweier parallelen Halbmesser geht darcb den 

en oder auaseren Ahnlichkeitspunkt der beiden 

e, je nachdem jene Endpunkte auf verschiedeneu 

a der Centrale liegen oder nicht. 

mgekehrt ist auch leicht zu sehen, dass, wenn man von 

Punbte Q auf der Peripherie des einen Kreises die Ge- 
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raden S'Q und T'Q nach den Almlichkeitspanbten imd vri 
her JfP und MU xiehi, noWendig MF and ebenso MU\\1 
sein muss. 

4. Die BerQhrnngsaufgsben. Veratehen wir unter di 
Ansdmcke „einen Punkt berflliren" dasselbe, wie unter d 
Worten „dnrch einen Punkt gehen", bo giebt es folgenc 
allgemeines Problem: 

Es sind von Puukten, Geraden and Ereieen in eii 

Ebene irgend drei gegeben; man soil einen Kreis 1 

schreiben, welcber die bezeiclmeten drei Stiicke berllb 

Diese Aofgabe entbalt, wenu man alle einzelnen Fa 

durchgeht, zebn besondere Probleme in sicb; es konnen namli 

zngleich gegeben sein 

TOD den Kreisen: 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 
Ton den Geraden: 0, 1,2, 3, 0, 1, 2, 0, 1, 0, 
TOn den Punkten: 3, 2, 1, 0, 2, 1, 0, 1, 0, 0. 
Die Liisungen dieser Aufgaben woUen wir mit kurzen, a.1 
■wohl genflgenden Worten audeuten. 

I. Durch drei Punkte einen £reis zu besclireib 
ist bereits in § 24 11, b, a gelehrt worden. 

II. Gegeben zwei Punkte A, B and rfg-s^. 

eine Gerade ST. Ziebt man AB, bis aie 
ST in T scbneidet und ist P der (nocb 
unbekannte) Berilhmngspunkt, so muas TP^ 
= TA.TB sein ; ma n findet also P, wenn 
man TP = YtIL . TB konstruiert nnd von T 
aus abschneidet. * '' 

III. Gegeben zwei Gerade AB, CD und ein Pun 
P. Schneiden sich die Geraden in T, so moss der Mittelpun 
des gesuchten Kreises auf der *''b- **- 

Halbierungslinie TN des Win- 
kels ATC liegea, denn jeder 
beliebige Punkt derselben, wie 
Z.B. N, hat Ton AB und CD 
■gleicbeEntfemung NU^ NU'. 
Konstruiert man mit -A^i7 einen . 
Hilfskreis, so muss weiter T der aassere Ahnlichkeitspunkt d 
Hilfskreises und des gesuchten Kreises sein; zieht man also 1 
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welche den Hilfskreis in Q und Q' schneidet, und dann PM l| QN, 
so erhalt man den Mittelpunkt M und Halbmesser des gesuch- 
ten Kreises. Legt man dagegen P31' \\ Q'N^ so erhalt man 
einen zweiten Kreis aus dem Mittelpunkte J/' mit dem Halb- 
messer M^Pj welcher gleichfalls das Verlangte leistet. 

IV. Es sind drei Gerade gegeben AB, CD^ EF-j Hue 
Durchschnitte seien Z7, V und W, Da der gesuchte Kreis die 

Pig. 99. Geraden V V und U W be- 

ruhren soil, so muss sein 
Mittelpunkt auf der Halbie- 
rungslinie des Winkels WW 
liegen; weil ferner der Kreis 
auch [7 Fund FTTberuhren 
soil, so muss sein Centrum 
ebenso auf der Halbiernngs- 
linie des Winkels UVW 
liegen; der Durchschnitt M beider Halbierungslinien ist daher 
der Mittelpunkt des gesuchten Kreises und sein Halbmesser gleich 
der Senkrechten MR von Jf auf f/F, wobei MR = MS -=^ MT. 
Halbiert man ebenso die Winkel F UF und V VC, so fiihrt 
der Durchschnitt M' derselben auf ahnliche Weise zu einem 
zweiten Ejreise, welcher ebenfalls der Aufgabe geniigt; liber- 
haupt giebt es im ganzen vier verschiedene Kreise, welche die 
gegebenen drei Geraden berilhren. 

V. Gegeben ein Kreis um M und zwei Punkte A 
und B, Ware der gesuchte Kreis, welcher durch A und B 

gehen und den gegebenen Kreis beruhren 
soil, schon gefunden, so wurden sich 
die gemeinschaftliche innere Tangente 
beider Kreise und die notigenfalls ver- 
langerte Gerade AB in einem Punkte E 
so schneiden, dass EF =^ EA . EB ware. 
Zieht man ausserdem durch E eine be- 
liebige Gerade, welche den gegebenen 

Kreis in H und K schneidet, so ist 

auch ZF' = EH. EK, mithin EA,EB^ EH . EK, woraus 
folgt, dass die vier Punkte A, B, H, K auf der Peripherie 
eines neuen Kreises liegen (§ 24 H, 6, /3). Dies fiihrt unmittelbar 
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za folgender Konstroktion: Man bescbxeibe e 
geheuden Hilfskreis, welcher den gegebeuen 
sclineidet; von dem Durcbschnittspunkte J 
und HK aua lege man eine Tangente EF 
schriebenen Kreis, so ist der darch A, li m 
der gesuchte. Da man von E ana zwei *] 
EF' an den gegebenen Ereis ziehen kann 
Ereise, welche der Aufgabe genQgen; der ei 
gebenen Kreis von aussen, der andere von 

VI. Gegeben ein Ereis um M, eini 
ein Ponkt P. Ware der gesuchte Ereis sclii 
Mittelpunkt, tmd sind FME nnd NS sen] 
laufen die Halbmesser MF nnd JVS pa- 
rallel and mitbin geht die Gerade FS A 
dnrch den innem Ahnliclikeitapunkt, 
hier den BerOhmngspunkt, beider Ereise. 
Nun iat AFGHoo AFKS, mitbin 
FG:FH^FK:FS oder FR.FK 
-= FG . F'S; atisserdem ist aber, wenn 
FP gezogea.ydxd,FP.FQ~FG.FS, 
folglich FP.FQ ancb gleich i^-ff . P^ endlii 

Dies ^ilirt za folgender Eonstrnktion: Uai 
FMHK sentrecht auf AB, verbinde F n 

FH FK 
auf FP das Stfick FQ r^p-"^ ^^> ^ooe 

Ereis, welcher P, Q nnd AB beruhrt (nacb t 
der gesuchte BJ-eis. 

VII. Gegeben ein Ereis um M nnd 
und CD. Es sei N der Mittelpunkt des ges 
NU = NV sein Halbmesser; wir beschreibt 
ala Halbmesser einen mit ihm konzentrische 
dnrch die Punkte U' und V, in welcben • 
rechten NU und NV aelmeidet, ein Paar 
and CD' || CD; dann berQhrt der neue Kreis 
raden; zugleicb ist VU'~ NU- NU'= NP 
gleich dem Halbmesser des gegebenen Ereia 
falta — MP. Dies giebt folgende Eonstrt 
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A'B* II AB und CD' \\ CD so, dass die jedesmalige Entfemung 
der beiden Parallelen dem Halbmesser des gegebenen Kreises 

gleich iaty und beschreibe darauf 

einen Hilfskreis^ welcher die Geraden 

^'JS', CD' und den Punkt M be- 

ruhrt (nach Nr. Ill); der gesuchte 

Ereis ist dann mit dem Hilfskreise 

konzentrisch und sein Halbmesser 

um den Radius des gegebenen Kreises 

1b' grosser als der Halbmesser des Hilfs- 

kreises. Da die Aufgabe III, welche 

A v^ B jjigj. ijenutzt wird, zwei Auf losungen 

besitzt, so giebt es auch bier zwei Kreise, welche den obigen 

Bedingungen gen^gen. 

Zieht man die Parallelen A'B' und CD' nicbt innerhalb, 
sondem ausserhalb des von AB und CD gebildeten Winkels, 
so ist der Halbmesser des gesuchten Ejreises nicht grosser, son- 
dem um ebensoviel wie vorhin kleiner als der Halbmesser des 
Hilfskreises, und man erhalt dann diejenigen zwei Ejreise, welche 
den gegebenen Kreis, nicht wie vorhin von innen, sondem von 
aussen beruhren. Die Aufgabe hat also im ganzen vier Auf- 
losungen. 

VIII. Gegeben zwei Kreise um M und N und ein 
Punkt P. Hatte man schon den gesuchten aus beschrie- 
benen Kreis, welcher durch P ginge und die gegebenen 

Fig. lOS. 




1^ 



Kreise in U und V beriihrte, so ware, wenn VV bis zum 
Durchschnitte T mit MN verlangert und TP gezogen wird, 
TP.TQ ^TU,TV. Zieht man noch MU' und NV, so ist 
LMU'U^ LMUV'^LOVV^LUrO^ LNVr, woraus 
hervorgeht, dass die Halbmesser MU' und NV parallel laufen, 
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mithin T der AhnJichkeitspirnkt der gegebenen 
Weiter ist nun anch MV\'NV\ mithin LGMJJ 
und ebeuso sind die Halften dieser Winkel, uamlic 
pheriewinkel MFU und KW, eiuander gleict; d 
ATFUr^£i.TVK, mithin TF: TU-^ TV: TK od- 
— TF. TK ond mit der friiheren Gleicliung'ziisainii 

TF.TQ^TF.TK oder TQ =^^^p^- Dies 

geude Konsttuktion: Von dem ausaeren Ahnlichkeitspi 
gegebenen Kreise aas pehe man TP and bestimme d 

so, dasB TQ = — =fp — ; man bescbreibe daiailf i 

einen Ereis, welcher die Punkte P, Q und eineu der 
Kreise berfibrt, so bat man den gesachten Ereis. £ 
gabe Nr. Y zwei Aufl5sangen hat, so giebt es ] 
zvreiten derartigen Ereis, velcber namlich die beiden 
Ereise toq inn en berflhrt. 

Verfabrt man ebenso mit dem innem Xhnlicbkeii 
indem man aber SQ auf der liuckwartsTerlangeriui 
abschneidet, so erhiilt man diejenigen zwei Ereise, ' 
einen der gegebenen Kreise von anssen und den i 
innen berOhien. Die Anfgabe hat also im ganzen 



IX. Gegeben zwei Ereiae um M and N one 
rade AB. Der geeuchte Ereis berShre die gegebet 
in U, V, W\ beschreibt man aus eig. 104. 

seinem Mittelpunkte mit ON als 
Halbmeaser einen Ereis, welcher 
den Radius MJJ \nJJ' und die yet- 
tangerte IP" in W schneidet, so 
berilhrt dieser neue Ereis offenbar 

einen aus M mit MTJ' als Halb- 

messer konstruierten Ereis und eine A! W 

dnrch W parallel zm. AB gezogene Gerade A'B'. 
MU'= MU~ UV' — MU—NV, also gleich der H 
differenz, uud WW'~ NV. Dies giebt folgende Eor 
Aus M beschreibe man einen Hilfskreis mit dem E 
MU' -^ M U — N V, zu AB ziehe man in der I 




Eftp. V. Die BOgen, Winkel nnd Idnien am Kreise, 

— NV eine Parallele and beschreibe nuch Nr. VI einea 
D Hilfskreis, weleher dea ersteii Hilfskreis, die Parallele 
and den Punkt N berlShrt. Der gesuclite Kreis ist mit 
, zweiten Hilfskreise konzentriseh und sein Halbmesser 
n Radius des kleinern gegebenen Kreises kflrzer, als der 
lesser des zweiten Hilfakreises. Beschreibt man den ersten 
reis mit der Summe der Kadiec statt mit der Differenz, 
alt man einen Kreis, welcher den einen gegebenen Kreis 
flssen and den andern von innen beriihit, Legt msxi die 
jle A'B' anf die entgegengesetzte Seite Ton AB und be- 
at einmal mit der Differenz und dann mit der Summe 
gebenen Ka4ien den eraten Hilfakreis, so entstehen wieder 
leue Kreiae, so dass es also im ganzen Tier Aoflosongen 

'.. Gegeben drei Kreiae am M, N und 0. Der ge- 
: Kreia babe B zum Mittelpunkte und beriihre die ge- 
m Kreise in U, V und W. Bescbreibt man mit dem Halb- 
r EO, wo der Mittelpunkt des kleinsten Kreises ist, 
Hilfskreis, welcber MR und NB In V und V sebneidet, 
^brt dieser Hilfakreia diejenigen zwei Kreise, welche maji 
r und N mit den Halbmesseri] MV and N V konstruieren 
Berttckaichtigt man, dasa hierbei MU' = MU~ UV 
r- OWundJ?" F'=JVF- rF'=?f 7- Wist, so hat man 
pjg ,^5 folgende Konstruktion: Ans M 

"^ und N beschreibe man zwei Hilfa- 

^■v \ ^ y^ ^x^ kreise mit den Halbmesserdiffe- 

;V^ir--.X/''~X \ renzenMU-OWtOiiNV- OW, 
l^"'- -N— 4?'"-" I ) "iar*^ einen dritten Hilfakreia, 
k-~\,-^^ y\J ^— ^ / welcber die beiden ersten Hilfs- 

ti^'\j — y^~ -^ kreiae berubrt und durch den 

~" ^ Punkt geht; der geauchte Kreia 

it dem dritten Hilfskreiae konzentriach and sein Radius 
W kleiner als der Halbmesser des letzteren. Bertlbrt der 
Hilfakreia die zwei ersten Hilfskreise von aussen, ao be- 

aacb der geauchte Kreia alle drei gegebenen Kreise Ton 
l; berflbrt dagegen der dritte Hilfakreis die zwei ersten 
reise von innen, so beriihrt auch der geauchte Kreia 
;gebenen Kreise von innen, nur ist in diesem Falle sein 
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Halbmesser xun OW grijseer als der Radius des d 
ireiees. 

Im ganzen hat die Anfgabe ach't Aufloaange 
geancbte Ereis die drei gegebenen Kreise entwet 
Ton anssen oder aamtlich von innen, oder zwei de 
Kreise von ausseu und einen tou innen, oder einet 
and zwei von imien berflhren kann; ftlr die bier nici 
erorterten Falle gilt eine ganz ahnlicbe Betracbtui 
strabtion, die man vermoge der Bemerkong leicht 
dass die ersten zwei Bilfskreise statt mit den 
differenzen unter Umstanden auch mit den Halbmc 
bescbtieben werden konnen. 



Kap. VX 
Die Sehnen- und Tangentenvielec] 

§ 27. 
Das SeliDeD- und TaDgentendireieck. 

Nachdem wir una mit einzelnen Sebnen und 
eines Kreises bescbaftigt baben, nntersuchen wir bo 
uod Tangenten, welche in ibrer Aufeinanderfolge 
bilden; iat dieses Vieleek derart, dass alle seine S« 
eines und deaselben Kreises sind, so sagt man, das: 
in den Kreis bescbrieben oder nennt es kur2 ei 
Tieleck; sind dagegen alle Seiten des Vieleeka 
eines nnd desselben Kreises, so sagt man, das Vie 
den Kreis bescbrieben oder nennt es ein Tangen 
Yon dem Kreise endlicb kann man s^en, dass 
Sehnenvieleck nnd in daa Tangentenvieleck besc 
Die Untersucbung iiber derartige Vielecke beginnen 
ein&chsten aller Vielecke, lutmlicb dem Dreiecke. 
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£s eei ABC ein Sehnendreieck, desaen Seiten als in 
I gegeben vorauageaetzt werden: AB — a, AC ■= h, 
BC — c. Man findet dann eine Beziehnng 
zwiachen den Seiten dea Dreiecks and dem 
umschriebenen Exeise auf folgendem Wege. 
Wenn AH senkrecht aof BC und MN senk- 
y^ recht auf ^ iJ iat, ao haben vnxLC=-LA MN 
J 23) tmd LAHC-LANM~B, woraus 
bnlichkeit der Dreiecke ACH and AMN folgt. Dies 

AH:AG~AN:AM, 
renn wir den Halbmesser AM mit r bezeicbnen, 
AH-.b^^a-.r 

ab 
'"'2. AS' 
He Lime AH iat leicht za berecbnen, wenn man beriick- 
;t, daas die Flacbe des Dreiecks, welche ^ heiasen ni8ge, 



abc 

renn man fflr ^ seinen Wert setzt (§ 17), 

abe 

*'~y(o + 6 + c)(-o + 6 + c)(o-6 + c)(^+6^' 

ind a, b und c gegeben, so lasst aich nacb Formel 1) 
sit der Badios r findeu, d. b., jedes beliebige Dreieck 
lis ein Sehnendreieck augeaeben warden. Der so auf dem 
der Recbnung gefnndene Satz iat tlbrigens von dem in 
[, a) entwickelten Theoreme nicbt wesentlicb verscbieden. 
'. Ea seien AB '— a, AC = b nnd BC = c die Seiten 
Tangenteijidreiecks nnd q der Radius dee eingescbriebenen 
B, Zieben wir nacb den Berfibrungspunkteu die Halb- 
■ DN, EN, FN und ausserdem n&ch den Ecken die 
in AN, BN, CN, so ^d DN - EN^ FN^ (, die 
der Dreiecke ANG, ANB und BNG. Nennen wir 



§ S7. Dos Selmen- tmd Tangeatendraieck. 

wieder A die Flache des Dreiecks ABC, so ist offi 

gleich der Smniue der Flachen von den Dreiecken 

A^C Tind B'NC, d. h. Fig. 107. 

^ ~" "i tip + -J &? + "a Cp 

m&n findet daraus 

2^ 



3): 




, a + ft + c 
wo man^wieder fiir d seinen Wert, 
ausgedriickt darcli a, ft and c, setzen 
konnte. Sind a, ft und c gegeben, so 
findet man'-jtmner bieniach den Wert 
Ton Q, d. h. jedes Drei«ck kann i 
eiu Tangentendreieck angeseheu werden. [Man Terglei< 
mit die Aufgabe IV, 4) im Anhaiige zum Torigen Kaf 
Betrachtet man dagegen ABG als Tai^eutendr 
einem Ereise, welcher AB selbst in £' und die Verlanf 
von AG nnd BC in i>' nnd F' berOhrt, so iat die Fl 
Dreiecks ABC gleich der Summe der Flachen von A. 
BN'C weniger der Flache yoo. AN'B, d. h., fflt D'N' 
— F'N' = Pa hat man 

vroraus folgt 

4) P--fc-+7^- 

Filr den Halbmesser (ft, desjenigen Kreises; welcher 
dagegen von a tmd c die Verlai^erangen berOhrt, ist 

mid fSr den Halbmesser po des Ereises, welcher c se 
von a and 6 die Verlai^ermigen berOhrt, 

6) ^-^Tft^" 

Aos den Formeln 4), 5), 6) kann man verschiei 
ziehmigen zwischen den vier Halbmessern g, q,, Qi,, 
leiten, z. B. 



^) 



- + -. 






i"«^ « » 



I.: 

I- 

ft 



i 
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III. Betrachten wir endlich ein beliebiges Dreieck ABC^ 

insofern es zugleich Sehnen- und Tangentendreieck ist. Der 

Fig. 10$. Mittelpunkt des umschriebenen Kreises 

sei My der des eingeschriebenen N. 
Ziehen wir AN und CN, so halbiert 
die erste dieser Geraden den Winkel A, 
die zweite den Winkel C; verlangem 
wir CN bis zum Durchschnitte G mit 
dem umschriebenen Ereise, so muss 
arc AG ^ arc B G sein, weil gleichen 
Peripheriewinkehi {L A CN und L B CN) 
gleiche Bogen entsprechen. Ziehen wir 
femer AG, so ist LBAG^LBCG 
als Peripheriewinkel fiber demselben 
Bogen. In dem Dreiecke ANC ist nun der Aussenwinkel 

L ANG « L ACN + L CAN, 

folglich wegeri L ACN ^ L BCG - L BAG und wegen L CAN 
--LBAN 

L ANG « L BAG + L BAN^L GAN. 

Das Dreieck AGN ist demnach gleichschenklig und zwar 
GA ^= GN, Ebenso lasst sich zeigen, dass GB ^ GN sein 
muss, dass mithin 6? -4, GN, GB als Radien eines aus G. mit 
dem Halbmesser GA beschriebenen Ereises angesehen werden 
diirfen. Diese Schliisse gelten, wie leicht zu sehen ist, auch 
umgekehrt und liefern ein neues Verfahren, um den Halb- 
messer des eingeschriebenen Ereises zu finden, wenn der um- 
schriebene Ereis schon konstruiert ist. Man halbiert namlich 
den Bogen AB in G, zieht CG und beschreibt mit der Sehne 
GA als Halbmesser aus G einen Ereis, so ist der Durch- 
schnittspunkt desselben mit CG der Mittelpimkt des einge- 
schriebenen Ereises und das Perpendikel von N auf irgend eine 
Dreiecksseite der Halbmesser. Denn wegen arcGA ^ arcGB 
hat man L ACG = L BCG « L BAG, und wegen GN^ GA, 
LGNA ^LGAN d. i. L ACN + L CAN ^ L BAG + L BAN, 
mithin L CAN'^ L BAN 

Verlangert man CG bis zum zweiten Durchschnittspunkte 
N\ so ist dieser der Mittelpunkt desjenigen Ereises, welcher 
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^Uselbst und yon AC, iJCdieVerlangeru 
GA~ GN' ist namlich i ON' A -LOA. 
L D'AN' — L D'BH' +LAN'C-L BAG 
+ L GAN'^L BAN', so daaa also N' der 
Durchsclmitt der Wmkelhalbierungslinieii 
CN' und AN' ist, wie es sein muss. 

Suchen wir endlich Qocb eiue Formel 
filr die Entferuung der Mittelpunkte M 
und N Oder M und N' zu gewinnen, wo- 
bei MO -r,NE- g, N'E' -t/,MN-e 
und MN' = e' sein m&ge. Werden NU 
und N'H'\AB gezogen, so ist 

MN'-MH'+WE', 

i.i. 

e'-(r-GH)'-i-GN'-t 
-r'-2r.0H+(}N'. 
VerlSngem wir GM bis K und ziebei 

'0N'-GA'-GK.GP-2, 
mithin 

e'-r'-2r.GS+2r.C 

-r'-2r(eS-0P) 

Oder, weil GH-GP -SP-NE-Q is 

9) e' — r'-2rf. 
Femer bat man in dem recbtwinkligi 

MN''-MS''+N'B'' 

ii. , 

^>~(r + Gff)' + GN''- 

-r' + 2r.GE'+GN''. 
Weiter ist nun 

GN''' -GA'-GK.GP-2 
mitbin 

e"-r'+2r.Gfl'+2r.< 

-e"-2r(0ff +GP) 

Oder, weil OH' + GP - B'P - N'E' - f' 

10) «"-/■ + 2 V, 
wobei man fOr ft' der B«ibe nach die Hall 
zu setzen bat. 
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Das Sehnenvlereck. 

I Ziehen wir in dem Sehnenviereck A BCD die Diagouale 
10 aind die Vierecbswinkel A und C Peripheriewinkel auf 
p, j,j ent^egengesetzten Seiten der Sehne BD; 

ffi nach § 23 folgt hierans, daaa LA + LC'= 2B 
ist. Andereiaeita ist LA + LB+LC+LD 
— 4It und mithin durch Subtraktion des vori- 
genLB-i-LD = 2B; d.h.: Die Summe je 
zweierGegenwinkel einesSehnenvier- 
ecks betragt zwei Bechte. Man konute 
Satzauchao fasaen: Jeder Innenwinkel einea Sehnen- 
;ks iat gleick dem Ausaenwinkel an der Gegenecke. 
a ist leicht zu sehen, dass sick dieser Satz auch nmkehren 
denn wenn in einem Vierecke (A BCD) LA + LC=2It 
1 maiL beschreibt darch A, B und D einea Kreis, so geht 
)e entweder durch C oder nicht, in weldiem letzteren 
er die Gerade CD in einem anderen Punkte C oder C" 
3en miiaste. Dann ware ABC'Dodei ABC'D ein Seknen- 
c und LA + LC'^2B oder LA + LC"=2K Dies 
^ sich aber mit der Yoraassetznng L A -\- L C ^2B ao- 
nicht, als C oder C" von C verecbieden ist (weil weder 
L C nocb LC" ^ LC sein kaon), und miiJiin muaa der 
A, S und D gezegene Ereia auch dutch C gehen. — Diese 
irung des Satzes liefert ein Eennzeichen, wonach man 
beurteilen kann, um welche Vierecke sich ein Kreis be- 
len lasst (z. B. Rechteck, Quadrat), und um welche nicbt 
EthombUa). 

I Ziehen wir in dem Sehnenvierecke A BCD beide Diago- 
?i8^ni. nalen AG und BD, so iat L CAD — L CBB 

(als Peripheriewinkel), und wenn man jetzt 
L ADE = L BDG macht, so entstehen zwei 
• -Tl*^ ahnliche Dreiecke ^J5D und BCD. Ferner ist 
' \ ij L ABB — i BCD, und da durch die eben er- 
■fB wahnte Konatruktion offenbar LADB = LEDC 
geworden iat, auch A A BD c\j A BCD. Dies 
oachatehende Folgerungen: Wegen A AED '^ A BCD iat 
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AE:AD-BC:BD, 
oder 

AE.BD = BC.AD. 

Pemer ist wegen A BCD -v, A ABB 

EC'.CD-AB-.BD, 
oder 

EC.BD^AB.CI). 

Dnrcli Additioa der beiden Gleichungeu ergiebt sich 

{AE + EC) BD=AB.CD + BC.AD, 
oder 

AC.BD^AB.CD + BC.AD. 

Bezeiclinea wir die Seiten AB^ BC, CD, DA der Kei 
nach mit a, h, c, d and die DiB^oaalen AC, BD mit f, g, 
simmt die vorige Gleichung die ttbersicbtliclieri Form an: 

1) fg-ac-^- bd, 

d. h.: In jedem Sebnenvierecke ist das Produkt a 
den Langenzahlen der Diagonalen gleich der Sumn 
der Frodukte aua den Langenzablen der Gegenseite 
Dies iat der sogenannte Ptolemaische Lehrsatz, von -welcbt 
der Pythi^oraiscbe einen besonderea Fall ausmacht; fur e 
Rechteek wird namlicb e — a, d = b, g — f und ^* — a* + 

Versucbt man es, das Verfiibren, mittelst deasen wir z 
Gleichimg 1) gekoannea aind, auf ein dem Kreiae nicbt ei 
geschriebenea, mit konkaven Winkeln veraehenes Viereck ABC 
anzuweuden, wonunaberZ.i>j4Cnicht = i.D-BC iig. iia. 

iat, 80 kann man doeh L DAE= L DBC und 
LADE=LBDC machen und dann bleiben 
die oben anfgestellten Proportioueu bucbatab- 
lieh dieselben. Man findet aueb wieder 

{AE + EC) BD-AB.CD + BC.AD, 
HUT mit dem Unterschiede, daas bier die Punkte A, E und 
nicht in einer Geraden liegen. Bebalt man dieselben Buc 
ataben wie oben bei, so ist AE + EC nicht gleicb f, sonde 
grosser als f, und wenn wir daher statt AE -\- EC das kleine 
f setzeu, so ist ietzt 

fg<ac + hd. 

Hieraus folgt, dass der Ptolemaische Satz nur ffir das Sehne 
Tiereek gilt und dass umgekebrt ein Viereck, worin /"t/ = ac + i 
ist, notwendig ein SehneuTiereck sein muas. 
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c) Vertauseht man auf alle mogliche Weise die Seiten 
!8 SehaeDviereckes unteremander, indem man (a. Fig. 113) 
aal Al)'— CD und AD — CD', das andere Mai BC' = DC 
¥ig. 113. and BC—DC mactt, so entstehen noch zwei 

neue Sebceuvierecke ABCD' imd ABC'D*, 
1 deneu jedes mit dem urspriinglichen Vier- 
ecke eine Diagooale gemein bat, jeues AC, 
■ dieses BD ; ziebt man die zwei (ibrigen Diago- 
nalen AC und BD', so sind diese einander 
gleicb, weil SC = CD -= AD' genoniinen 
de. Wendet man auf jedes der neuen Vierecke den Ptolemai- 
m Satz an, bo ergeben sicb die Beziebungen 

AC.BI}' = AB.CD' + BC.AD', 
AC. BD = AB.C'D+ BC'.AD, 

., wenn die gleicben Linien berticksicbtigt werden and 

' = BD' ~ k gesetzt wird, 

) fh = ad+ be, 

) hg = ab + cd; 

^ Division beider Gleichtuigen folgt 

* Daw man in der That durch femeie SeitenTertaDachongen keiae 
lU Vierecke weiter erbalten witrde, sieht mao bo. Die mOglichen Ver- 
chungen vilren ToUst^dig; 



jntereinander stehenden Schemata wnrden ahei zu kongruenten Tier- 
a fQhien; wendet man z. B. daa nach dem Schema, 



IdeteViereck tun, ao nird die liuke Seite znr rechten und die recbte 
linken; dadnrch wird daa liragliche Viereck mit dem Vierecke 



) da«8 nnr diei witklich Terschiedene Vierecke Sbrig bleiben. 



1 
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^ g ab + cd 

womit eine Formel ftlr den Quotienten der Diagonaleu f und 
g gewonnen ist^ wahrend der Ptolemaische Satz eine Formel 
fiir das Produkt derselben darstellt. 

Multipliziert man die Gleichungen 1) und 4), so wird 

^2 {ac + bd){ad + hc) 
ab + cd 

und nach Ausziehung der Quadratwurzel 



5) 



-| /(ac + bd) (ad + be) 



ab + cd 

Durch Division mit Nr. 4 in Nr. 1 erhalt man ahnUch eine 
Gleiclmng fiir g^ und daraus 



6) P-|/' 



(ac + b(I){ab + cd) 
ad + be 



Substituiert man endlicli den Wert von f in Nr. 2 oder 
den von g in Nr. 3, so findet man noch 



7) A « W (fld + bc){ab + cd) 

^ V ac + bd 



7 



../ 



woniit nun alle drei moglichen Diagonalen bestimmt sind. 

d) Um die Flache des Sehnenvierecks aus seinen vier 
Seiten zu berecbnen, verlangem wir die Gegenseiten AB und 
CD bis zu ihrem Durchschnittspunkte j,. ^^^ 

£ und betrachten die ahnlichen Dreiecke c" 

ABE und CBE, wobei BE=^x und ..-— ^"^ 

CE = y sein moge. Es ist dann 

ADiAE^CBiCE, y^ 

d. h. i:^- 

d\x — a «= b\y 

und folglich, wenn man das Produkt der inneren und ausseren 

Glieder entwickelt, 

bx — ab ^dy 

oder 

8) bx — dy ^ ab. 

SoblOmileh, Geom. d. MaBes I. 7. Anfl. ^ 
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Ebenso hat man die Proportion 

ADiDE^CBiBE 



d. i 




nnd hieraus 
oder 


hy — hc^ dx 


9) 


hy — dx^ he. 



Durch Addition der Gleicliungen 8) und 9) ergiebt sicli unter 
der Rticksicht, dass bx + by — dx — dy ^ (b - d){x + y) ist, 

10) - + y = ^S 

und auf ganz ahnliche Weise durch Subtraktion 

a — c 



11) x — y^b 



b + d 



Aus 10) und 11) konnte man x und y leicht- finden, doch 
ist dies fur unseren nachsten Zweck nicht notwendig. Berech- 
nen wir die Flache des Dreiecks BCE aus seinen drei Seiten 
BE-'-x, CE'^y, BC = b, so baben wir 



ABCE^iV{x + y + b)(x + y-b)(x + b-y)(b + y^x), 
und bier ist yermoge der Werte von x + y und x — y 

x + y+b^b^±^ + b = y^^ia + c + b-d), 
x + y-b-=b^ — i-i-T — 5(a + c-6 + d), 



b -\-x-y=' 



b-d b-d 

a — c b 



Substituieren wir diese Ausdriicke imd ordnen die ein- 
zelnen Faktoren, so wird, nacbdem die Wurzel, wo es gebt; 
ausgezogen ist^ 
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oder, wenn die Wurzelgrosse zur Abkiirziing mit W bezeich- 
net wird, 

12) A BCE « t i:^^Tr. « 

Da sich die Flachen ahulicher Dreiecke wie die Quadrate 
ahnlich liegender Seiten verhalten, so ist weiter ^ 

ABCE:ADAE^b^:d^ 



oder ,2 

und wenn man fiir die Flache von BCE den in Nr. 12 ge- 
fondenen Wert setzt, 

ADAE^j-:r^^W. 

* 6* — d* 

Die Flache des Vierecks ABGD^ welche V heissen moge, 
ist mm ^ A BCE- A DAE, folglich 

h^ — d^ 

oder vermoge der Bedeutung von W 

13) r=^y{'-a+b+c+d){a-b+c+€f){a+b-c+d){a+b+c-dy 

Bezeichnen wir ahnlich wie beim Dreieck die halbe Summe 
der Seiten mit 5, so gewinnt die vorstehende Formel die fol- 
gende Gestalt 

14) F« l/(5-a)(s-6)(s-^c)(5-d), 

welche mit der ftir das Dreieck geltenden Formel viel Ahnlich- 
keit besitzt. Fur d «= erhalt man die letztere wieder. 

e) Den Halbmesser r des um das Sehnenviereck beschrie- 
benen Kreises findet man leicht vermittelst der Bemerkung, 
dass derselbe sowohl dem Dreiecke ABC, welches die Seiten 
a, b und f besitzt, als dem Dreiecke CDA, welches aus den 
Seiten c, d imd f besteht, umschrieben sein muss. Es gelten 
daher nach § 27, Formel 1 die Gleichungen 

A.AABC.r^abf, 
" A.ACDA.r^cdf, 

aus deren Addition die Formel 

9* 






^-^i 
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rvorgeht; yermoge des Wertea von P verwandelt sich die- 
be in 
15) 4 7r = y{ab + cd) (ac+bdjj^d+bc). 

Dividiert man beiderseits mit 4 F= W, wobei W dieselbe 
deutong hat, wie TOrbiu, so erl^It man r selbst, namlicb 

_-./ {ah + cd){ac + bd)iad + bc) ~ 

'*' y {-a+b+c+d){a-b+c+d){a+b-c+d){a + b + c-d)' 

Bemertenawert iat die Gleicbung 15) nocb insofem, als 
i, was unter dem Wtirzelzeichen stebt, gerade das Produkt 
i^k* attsmaeht, wie man vermoge der Werte von /■*, g* und 
leichi erkennen wirdj man hat daher 

iVr^fgh Oder F=^, 

b.: Die Flacbe des Sehnenvierecks ist der Quotient 
8 dem Produkte seiner drei Diagonaleu und aus dem 
ppelten Durcbmesser des umbeschriebenen Ereises. 
f) Sind von einem Sehnenvierecke die vier Seiten nebst 
■ Fordenmg gegeben, daraus das Vieleck selbst zu kon- 
uieren, so kann man sicb der Formeln 10) und 11) zur 
sung dieses Problems bedienen. Bestimmt man mimlich zwei 
lien a und ^ mittelst der Proportionen 

b — d:a + c = 6:«, 

b + d:a — c = h:0, 



ist 



thin 






b + d 



y = CE = f(a-^), 
il jetzt kann man da^ Dreieck BCE ans seinen drei Seiten 
aatruieren; scbneidet man nacbber auf BE die Strecke 
i-^a, avd CF die Strecke CD = 6 ab und zieht AD, so 
damit das gesacbte Viereck voUendet. 
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AUgemeine EigeDschaftes der SelineD- 
ond Tangentenrielecbe. 

I. Verbindet man samtliclie Ecken eines Selmeavieli 
durch Gerade mit dem Mittelpunkte des nmachriebeQen Er 
so zeriallt das SebneQirieleck in so viel gleichscbenklige '. 
ecke, als die EckenanzaU des Yielecks betri^t; als Bei 
Merzu diene daa SehnensechsBek ABODE F. ^xg. us. 

Ztigleicb wird jeder Winkel des Vielecka 
in zwei andere zerlegt, wie z, B, LA in 
L OAF"^ a und L OAB — b, mid von den 
samtlicben ao entatebenden Winkein sind 
immer je zwei, a!s Winkel an der Basis 
eines gleicbscbenkligen Dreieeks, einaader 
gleich, namlicb a — &, j5 = c, y -= d u. s. i 
dieae Gleicbungen in folgender Form: 




Scbreibt 



y = dj 



und addiert bierauf nnter der Bemerkung, dass 

a + a~A, c+y = C, e + e = F, 
b+^~B, d+d~B, f+^ = F 
ist, so erhaU man obne weiterea die Gleiehung 
A + C+E^B + D + F. 
Es erbellt aehr ieicbt, daaa ganz dieaelbe Betracbtu 
weise auf jedes Sebnenvieleck anwendbar ist, welcbea 
gerade Anzabl von Seiten besitzt, und dass man folglicb 
Satz aufatellen kaan: In jedem Sebnenvielecke von 
rader Seitenzabl iat die Summe des ersten, drit 
ffinften n. s. w. Winkela gleich der Somme dea zwei 
vierten, seehstea «- a. w. Winkela, 
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Fflr das Yiereck gilt, wie wir gesehen haben, dieser Satz 
umgekehrt, Alt ein beliebiges Vieleck von gerader Seiten- 
dagegen nicltt. Beim setzt man auf eine Seite des Viel- 
etwa BC, ein Trapez BCC'B' so auf, dass die nicht 
lelen Seiten deeselben in die Verlangemngen der Seiten A B 
BC fallen, so hat das neue Vieleck AS'C'DEF eben so 
Seiten als das nrsprOngliche, und As. B — B' und C = C, 
ii aueh A -^^ C + E— B' + B + F; trotz dieser Eigen- 
't lasst sich aber um das neue Vieleck kein Kreis be- 
liben, weil es sonst zwei verscbiedene Kreise geben 
te, welche dnrch dieselben drei Pnukte, etwa B, E und F, 
iircbgingen. 

II. Zieht man in einem Tangentenvielecke Radien nacb 
^ertibmngspunkten der Seiten und verbindet die BerUhrungs- 
rte xintereinander , so entstebt ein Setmenvieleck, das durcb 
Badien in gleicbscbenklige Dreiecke zerlegt iat. Es ent- 
; auf diese Weise aus dem Tangentensecbseck ABCDEF 
Sebnenseehseck FQRSTU; bier iat z. B. POQ ein gleicb- 
ikliges Dreieck, also L OPQ — L OQP, und mitbin, wenn 
man beide Winkel von einem rechten 
j ■ Winkel abziebt, i..BP§ = i..B^Pi daraus 

tfolgt, dass auch das Breieck BPQ gleich- 
scLenklig, namlicb BP=BQ ist. Die- 
;* selbe Betracbtung wiederbolt sieb an 
\\ jeder Ecke, und war sebeu daber, dass 
--" ■* je zwei in einer Ecke zusammenstossende 
Abscbnitte zweier Nacbbarseiten einaader 
h sind, namlicb AU=AP, BP=BQ, CQ-CBm. a. I 
aen wir diese Abscbnitte AP, BP, BQ, CQ, CB, BR 
w. der Reibe nacb a, a, b, 0, c, y u. s. w., so baben wir 
Gileichungen 



y — d, 

e-S, 

ieren wir dieselben unter der RScksicbt, dass 
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a + a^AB^ c + y^CJD, e+e^^EF, 
b + p^BC, d+S^DE, f+ip^FA 

ist, so gelangen wir zu der Gleichung 

AB + CD + EF == BC + DE + FA. 

Es erhellt leicht, dass dieselbe Betrachtungsweise auf jedes 
Tangentenvieleck anwendbar ist, welches eine gerade Auzabl 
von Seiten besitzt, und dass man folglich den Satz aufstellen 
kann: In jedem Tangentenvielecke von gerader Seiten- 
zahl ist die Summe der ersten, dritten, ftinften u. s. w. 
Seite gleich der Summe der zweiten, yierten, sechsten 
u. s. w. Seite. 

Fur das Viereck gilt dieser Satz aucb umgekehrt, wie man 
durcb eine einfache Betracbtung leicht finden wird, fiir ein be- 
liebiges Tangentenvieleck von gerader Seitenzahl dagegen nicht. 
Denn verlangert man zwei in einer Ecke zusammenstossende 
Seiten des Vielecks, etwa AB und CB^ um gleicbviel, namlicb 
BH^BK^ liber B hinaus, und beschreibt aus A und C mit 
den Halbmessern AH und CK ein paar Bogen, die sicb in B^ 
schneiden, so bat das neue Vieleck AB^CDEF nocb immer 
die Eigenscbaft AB'+ CD + EF =^ B'C+ DE + FA, obne je- 
docb ein Tangentenvieleck zu sein, da es nur einen einzigen 
Kreis giebt, welcber drei Seiten des Vielecks, wie z. B. Ci?, 
DE und EF^ berubrt. 

§ 30. 

Die Konstruktion der regelmSssigen Yielecke 

in und um den Kreis. 

Unter den unregelmassigen Vielecken ist das Dreieck das 
einzige, in und um welcbes sicb jederzeit ein Kreis bescbreiben 
lasst ; ein Vieleck dagegen kann nur unter besonderen Umstanden 
so bescbaffen sein, dass entweder ein Kreis in oder um das- 
selbe moglicb ist. Es giebt aber eine ganze Klasse von Viel- 
ecken, welcbe zugleicb als Sebnen- und als Tangentenvielecke 
angeseben werden konnen, namlicb die regelmassigen Vielecke. 

Ist A BCD.., ein Teil vom Umfange eines regelmassigen 
Vielecks, so lasst sicb zunacbst ein Kreis bescbreiben, welcber 
durcb drei aufeinander folgende Ecken A, B, C geht und dessen 



136 Eap.VI. Di» Sebnen- and Tangentenvielecke. 

Mittelponkt sein moge; wenn femer die Halbmesser ^0, jBO, 
CO gezogen werden, so sind die Dreiecke AOB und BOC kon- 
gruent, woraus LOAB^LOBA^LOBC^LOCB^\ LABG 
Fig. 117. folgt. Andererseits ist wegen der vor- 

_ ausgesetzten Regelmassigkeit des Viel- 

>x"^^^^ ecks LABC^LBCD, mithin LOCB 
\yj ^\LBCB, folglich snxch L 00 D 
A^ = A L BCD. Aus L OCB « L OCD, 
^^ — --^^ aus 0(7« OD und BC^ CD zusammen 

ergiebt sich aber die Kongruenz der Dreiecke BOC und COD 
und daraus OD -» OC'^ der durch drei Ecken Ay B, C beschxie- 
bene Kreis geht also auch durch die vierte Ecke D, folglich, 
weil er .durch jB, C, D geht, auch durch E u. s. w., d. h. er 
geht durch samtliche Ecken des Vielecks. 

Das eben Bewiesene giebt zu erkennen, dass die Seiten 
dieses Vielecks als Sehnen, und zwar, weil sie gleich sind, als 
gleiche Sehnen eines Kreises angesehen werden diirfen. Aus 
diesem Grande haben sie von dem Mittelpunkte gleiche Ent- 
fernung und die Senkrechten OJ.', OJB', OC* u. s. w. sind mit- 
hin einander gleich. Man kann daher aus einen Kreis be- 
schreiben, welcher durch die Punkte J.', jB', C" u. s. w. geht und 
die Vielecksseiten in diesen Punkten beruhrt. — Fassen wir 
das Bisherige zusammen, so haben wir den Satz: Jedes regel- 
massige Yieleck ist zugleich Sehnen- und Tangenten- 
vieleck. 

Die Winkel AOB, BOC, COD u. s. w. und ebenso die 
Winkel A!OB^, B^OC^ u. s. w. sind, wie man ohne Miihe er- 
kennen wird, einander gleich und man kann daher einen solchen 
Winkel den Centriwinkel des regelmassigen Vielecks nennen. Hat 

4 360^ 

dasselbe n Seiten, so ist jener Winkel = — ii oder « 

w w 

und hiernach lasst sich der Centriwinkel im Toraus durch Rech- 
nung bestimmen. Kennt man aber den Centriwinkel eines regu- 
laren Vielecks, so ist es sehr leicht, ein solches in oder um 
einen gegebenen Kreis zu beschreiben. Man tragt namlich den 
Centriwinkel soviel mal, als das Vieleck Seiten hat, an den 
Mittelpunkt des gegebenen Kreises an und yerbindet darauf die 
Punkte ^, JB, C . , in welchen die Schenkel den TJmfang schneiden, 
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durch gerade Linien, wenn man ein Sehnenvieleck haben will; 
dagegen legt man in diesen Punkten Tangenten an den Kreis, 
wenn ein nmschriebenes Vieleck entstehen soil. — Es giebt 
iibrigens einige Falle, in welchen der Centriwinkel sicb nicht 
nur berechnen, sondern auch geometrisch konstruieren lasst, 
und diese Falle wollen wir noch besonders betracbten. 

Das regelmassige Sehnen- und Tangentendreieck. 

360^ 
Fur n =« 3 finden wir — ^ «= 120^ als Centriwinkel des regel- 

massigen Dreiecks; da dieser Winkel das Doppelte von 60^, 

d. h. von einem Winkel im gleichseitigen Dreiecke ausmacht, 

so erhalt man den gesuchten Centriwinkel, 

wenn man ein gleichseitiges Dreieck konstruiert, 

dessen eine Spitze in den Mittelpunkt des ge- 

gebenen Kreises fallt, und darauf den am Cen- ^ 

truni liegenden Dreieckswinkel verdoppelt. Am 

bequemsten ist es, gleich den Kreishalbmesser 

selbst zur Seite jenes gleichseitigen Dreiecks, 

also AB = AO zu nehmen, wodurch L AOB ==60^ 

wird. Nimmt man darauf weiter BG ^ AB, so ist LAOG 

= 2 L J.05 « 120^, mithin A OC der gesucbte Centriwinkel und 

AC eine Seite des fraglichen Dreiecks, welches nun leicht voll- 

endet werden kann, indem man CE = AC macht, wodurch von 

selbst AE'-' AC wird. 

Nimmt man AO^AB^BC^CD^ BE^EF, so ist 
jeder der Winkel AOB^ BOC, COB, BOE, EOF gleich 60^, 
mithin L FOA - 360^- 5.60<^= 60^ und folgUch' ABGBEF 
das regelmassige Sechseck im Ereise. 

Denkt man sich die Winkel AOB, £0C u. s. w. durch 
Halbmesser halbiert und die Endpunkte dieser Halbmesser durch 
Sehnen verbunden, so entsteht ein regelmassiges Vieleck, dessen 
Centriwinkel « 30^ ist; man erhalt so das regelmassige Zwolf- 
eck. Zugleich erhellt, dass man durch weitere Halbierung der 
Centriwinkel femere regelmassige Vielecke konstruierfti kaim, 
welche der Beihe nach 24, 48, 96 u. s. w. Ecken besitzen. 

Das regelmassige Viereck im Kreis e. Der Fall, wo 
w— 4, ist einer der einfachsten, die es geben kann, denn es 
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wird in diesem Falle der Centriwinkel 



360^ 



= 90^ und also 



I 
c. 

F: 






braucht man, um ihn darzustellen, nur einen Durchmesser AC 

zu Ziehen nnd in dem Mittelpunkte desselben 
eine Senkrechte BOD zu errichten; ABGD 
ist dann das gesuchte regelmassige Sehnen- 
viereck. 

Auch hier kann man, wie vorhin, durch 
fortgesetzte Halbierung des Centriwinkels zu 
neuen regelmassigen Vielecken gelangen, 
welche der Reihe nach 8, 16, 32, 64 . . . 

Ecken besitzen. So ist z. B. AEBFCGDH das regelmassige 

Achteck im Kreise. 

Das regelmassige Sehnenfiinfeck. Fiir « = 5 erhalt 




der Centriwinkel den Wert 



360' 
5 



= 72^ und dieser Winkel be- 



Flg. 120. 



sitzt eine Eigentdmlichkeit, welche seine Konstruktion sehr 

leicht macht. Denken wir uns namlich ein 
gleichschenkliges Dreieck AOD konstruiert, 
worin der Winkel AOD gleich dem Centri- 
winkel 72® ist, so betragt der Winkel an der 
Spitze dieses Dreiecks 180®- 2. 72® « 36®, 
d. h. gerade die Halfte des Winkels an der 
Basis. Liesse sich nun aus diesem Ver- 
haltnisse der Winkel unseres Dreiecks das 
Verhaltnis seiner Seiten ableiten, so wurde 
man AD ^ OD finden koimen, sobald der 
Halbmesser JL = r gegeben ist, und die 

Konstruktion des Dreiecks AOD fdhrte dann unmittelbar zu 

der des regularen Fiinfecks. 

Ziehen wir den Halbmesser OC nach dem Punkte C, in 
welchem AD den Kreis schneidet, so ist ^OC ein gleichschenk- 
liges Dreieck, und weil LOAC der vorigen Konstruktion zufolge 
^LAOD war, auch L AOC ^ L ADO ^ 36^^ ^L AOD-, 
weiter folgt hieraus LCOD = ^ L AOD ^ L GDO und also 
CD <= CO '^ AO ^r, Nennen wir x die Linie AD^ so haben 
wir wegen A ADO c^ A AOC 
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AD:AO^AO:AG, 
d. k, well AC ^ AD - CD ^ AD - AO == X - r ist, 

x:r = r:x — r, 
und daraus folgt fiir x die quadratische Gleichung 

Durch Auflosung derselben findet sich 

und dieser Ausdruck ist sehr leichl zu konstruieren, indem man 
die Gerade 0E^-\ AO = \-r senkrecht auf AO stellt, die Hypo- 
tenuse AE zieht und sie so weit verlangert, dass EF= EO=^^r 
wird; AF ist dann die gesuchte Linie a; =» ^2) = OD, Kon- 
struiert man jetzt das gleichschenklige Dreieck AOD, so ist 
L AOD der gesuchte Centriwinkel und AB wurde demnach die 
Seite des regelmassigen Fiinfecks sein. 

Da L AOC =>\-L AOB ist, so folgt hieraus noch, dass 
L AOG der Centriwinkel des regelmassigen Zehnecks, mit- 
liin AC die Seite desselben sein muss. Man erhalt also durch 
die vorige Konstruktion die Seiten des Fiinfecks und Zehnecks 
gleichzeitig. 

Halbiert man den Centriwinkel des Zehnecks, so erhalt 
man den Centriwinkel des Zwanzigecks; nochmalige Halbierung 
giebt den Centriwinkel des Vierzigecks u. s. w. 

Aus der Bemerkung, dass "^ "" t?v = Vc ^^^y ^^^8^ noch, 

dass man das regular e Fiinfzehneck beschreiben kann, indem 

man den Centriwinkel des Zehnecks vom Centriwinkel des Sechs- 

ecks subtrahiert; die successive Halbierang dieses Centriwinkels 

360® 
^^ =24® fiihrt dann weiter zur Konstruktion des regelmassigen 

Dreissigecks, Sechzigecks u. s. f. 

Die hier entwickelten Konstruktionen regelmassiger Viel- 
ecke sind die einzigen, welche sich mit den Hilfsmitteln der 
bis hierher entwickelten Planimetrie ausfuhren lassen; will man 
dagegen keine vollkommen genauen Konstruktionen, sondem 
bloss solche, bei denen ein so kleiner Fehler stattfindet, dass er 
fur praktische Zeichnungen unbemerkbar ist, so bediene man sich 
des nachstehenden Verfahrens, dessen grosse Annaherung an 
die Wahrheit in der Trigonometric nachgewiesen werden soil. 
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Es sei AB der Durchmesser des gegebenen Kreises und CD 
ein darauf senkrecht gestellter Halbmesser. Um in diesen Kreis 
ein regelmassiges w-Eck zu beschreiben, teile man den Durch- 
messer AB in n gleiche Teile (in der Figur ist w « 7 genommen), 

yerlangere sowohl den Durchmesser 
als den Halbmesser um ein en sol- 

chen Teil AE^BF^^ AB und 

n 

ziehe die Gerade EF^ welche den 

Kreis zum ersten Male in G schnei- 

■-^jp det. Dann ist die Gerade zwiscben 

G und dem dritten Teilungspunkte 

H sehr Dahe gleich der Seite des regelmassigen w-Ecks. 

Fiir n = 3 und w = 4 giebt die Konstruktion etwas Unmog- 

liches, fur w «= 5 etwas wegen seiner Ungenauigkeit nicht Braucb- 

bares, fiir n > 5 dagegen empfieblt sich die Konstruktion durch 

ihren hohen Grad von Genauigkeit. 




§ 31. 

Die Berechnung der regelmassigen Sehnen- 
und Tangentenyielecke. 

Wenn der Halbmesser r eines Kreises, in oder um welchen 
ein regelmassiges Vieleck beschrieben werden soil, und die Seiten- 
zahl n des letzteren gegeben sind^ so miissen sich daraus alle 
Bestandteile des fraglichen Vielecks berechnen lassen, weil die 
Aufgabe eine voUig bestimmte ist. Von diesen Bestandteilen 
des Vielecks betrachten wir nun folgende: 

die Seite des regelmassigen Sehnenvielecks: 5„, 
„ „ „ ,, Tangentenvielecks: f„, 

den Umfang des regelmassigen Sehnenvielecks: e„, 
„ „ yy yy Tsuigentenvielecks I w„, 

die Flache des regelmassigen Sehnenvielecks: J5?n; 
„ „ „ „ Tangentenvielecks: Z7„, 

wobei durch den anhangenden Buchstaben n deutlich bezeichnet 
ist, dass das in Rede stehende Vieleck n Seiten besitzt. Es 
sind nun fiir die Berechnung dieser Grossen zwei Bemerkungen 
von Gewicht, einmal, dass man aus $n die tlbrigen Grossen #„, 
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Fig. 123. 



Cn u. s. w. und zweitens aus diesen wieder die Grossen 52«, tin, 
«2«, W2»i, -E?2n, Uin ableiten kann, welche fur das 2w-Eck 
dasselbe bedeuten, wie Sn, tn u. s. w. fur das «-Eck. Mit dieser 
doppelten Ableitung beschaftigen wir uns zunachst. 

Hier moge AB die Sehne des regelmassigen SebnenTielecks 
von n Seiten, also AB=^Sn sein; legen wir durch A und B 
Tangenten an den Kreis, welche 
sicb in S schneiden, so ist AH 
die Halfte von der Seite des um- 
schriebenen w-Ecks oder AH^^tn 
und 2AH^GH'^tn\ halbieren wir 
ferner den Wink el AOB durch die 
Gerade OC, ziehen AC^ BC und 
durch C die Tangente IK^ so ist 
weiter AG ^ S2n und Jir«=^2». Zuvorderst haben wir nun 
vermoge der ^hnlichkeit der Dreiecke ODA und OAH 




d. i. 



OD:DA = OA:AH, 



und finden hieraus ohne Muhe 

rsn 



1) 



tn 



Yr 



2 



Da ferner der Umfang 6„ aus n Seiten besteht, von denen 
jede «= Sn ist, so erhalten wir 

2) Cn =- nsn 

und aus ganz demselben Grunde 

nrSn ren 



3) 



u„ = nt„ = 



Vr'-(isny Vf^-{^s„y 



Um weiter En zu erhalten, brauchen wir nur zu beriick- 
sichtigen, dass die Flache des Dreiecks AOB offenbar = —En 



n 



sein muss und andererseits ^AOB^\AB.DO ist, woraus 
zusammen die Gleichung 



n 



folgt, die unmittelbar zur Kenntnis von En ftlhrt, namlich 
4) J5?„ = i ns. Vr^ - (f Sn)» = \ ^^^- 
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Die Flache Un endlich findet sich aus der Bemerkung, 

dass die Flache des Dreiecks GOH^ — Un und ausserdem 

n 

= -^ GH.AO ist; dies giebt namlich die Gleichung 

n ^ 

oder, wenn man mit n multipliziert und fur tn seinen Wert setzt^ 

5) Un = inrtn ^i JlLfl^^ > 

II. Um jetzt die zweite Aufgabe zu losen, beriicksichtigen 

wir zvmachst die Annliclikeit der Dreiecke BDH und KCH^ 

diese giebt 

BD:BE^KC.KH, 
Ah. 

Xo .J_/ i/„ .JL/ i/« . 

2 On • 2 *'« a^^'a** 2***? 

diese Proportion fuhrt unmittelbar zu der Gleichung 
und daraus findet man sehr leicht 

Da sich femer im Punkte B die Sehne J?-4 und die Tan- 

gente BH schneiden, so ist der Winkel ABH gleich dem 

p. ^22 Peripheriewinkel iiber dem Bogen 

AB oder gleich dem Centri winkel 

uber dem halben Bogen BC^ also 

L A BH ^ LBOC] aus demselben 

Grunde ist L CBR^ L BOK und, 

da /.7yOJS:=^iL J506>uch iCJBir 

^ \- L ABH, woraus hervorgeht, 

'^ dass die Gerade BC den Winkel 

BBK halbiert. Nennen wir L den Durchschnitt der aufeinander 

senkrechten Geraden BG und OK, so folgt jetzt A GBD 

csj A KBL und daraus 

BDiBG^BL.BK, 
d. h. 
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Dies giebt durch Multiplikation der inneren sowohl als 
der ausseren Glieder und durch nachherige Wiirzelausziehung 



7) S2n = V-YSnt2n, 

und wenn man fiir ^„ seinen Wert aus Nr. 6 setzt, so hat 
man zur Berechnnng von 52 n ^md fe» die Formeln: 

O) Sin *= . ■ ==9 hn 



V2(Sn + tn) Sn+tn 

Fur die Praxis wird es jedoch bequemer sein, erst fe„ 
mittelst der Formel 6) und dann 52 » nach Nr. 7) zu berechnen. 
Aus den Formeln 2) und 3) folgt unmittelbar 

Sn — 6n» ^n — ^'^n» 

n n 

und ganz entsprechend 

1 , 1 

Die Substitution dieser Werte in die Gleichungen 6) und 
7) fuhrt sogleich zu den Formeln: 



Bn + Un 

oder, wenn man 62 n zuerst berechnen woUte, 



. 1/ 2w„ 2e„w„ 

10} esfn=«nl/ i y W2n5== i 

Um endlich die entsprechenden Formeln fur die Flachen 
JB„, Uny E2n und Vin ZU erhalteu, bemerken wir, dass das 
Dreieck AOC einerseits ^^OC.AD=^^r.^Sn, andererseits 

aber ^^—£l2n ist, woraus folgt 
2w 



-^rSn = Err-^2n 



1^ 
2n 



oder 



d. h. 



2E2n 

nsn = J 

r 

2J?2n 
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Femer ist AGOH einerseits — -|-J.0.6rJ3'— -^r^» und 
andererseits =^ ~Un, was zusammen die Gleichungen giebt: 



n 



oder 



nt -2^« 

ntn = 7 

r 

d. h. 

Substituieren wir diese Werte von €„ und Un in die zweite 
der unter Nr. 9 aufgefahrten Gleichungen, so wird 



oder, wenn wir n an die Stelle von 2w treten lassen, 



11) Etn-VEnOn. 

Ebenso leicht ergiebt sich aus der ersten Formel in Nr. 9 

-IQN jj 2E ^nUn 

12) U.. - ETnTlT: 

der man noch durch Multiplikation des Zahlers und Nenners 
mit En die folgenden Gestalten geben kann: 

^^ 2EnE2nUn 2EnE2nUn 



EnEzn + EnUn EnE2n + {E^nY 

d. i. nach Hebung mit Ein 

1 ^^ TT ^ 2E„Un 

loj U2n == w~TrW~^ 

wobei die letzte Form insofern bequemer ist, als das Produkt 
En Un schon in Nr. 1 1 benutzt war. 

IIL Nach den Vorbereitungen, die wir soeben beendigt 
haben, bietet die voUstandige Berechnung derjenigen regel- 
massigen Vielecke, welche sich iiberhaupt konstruieren lassen, 
keine Schwierigkeit mehr, wie die folgenden einzelnen Falle 
zeigen werden. 
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Die Seite des regelmassigen Sectsecks im Kreise i: 
mittelbar bebannt, nftmlich Sg " r; daraus findet sich sO; 
die Seite des regelmassigen Dreiecks, wenn j^ ^^ 

man beriicksichtigt, daas 

d. h. 

iat; dies giebt zunacbst s^ und dann t^, e^, »j 
u. a. w., namlicb 

s,-rV3, t,-2rV3, 

e,-Si-V'3, u,-6ry3, 

^-i-r'VS, V,-3r'yj. 

Ebenso leicht findet man aas Sg-^r 

3,-r, ti-i^rYS, 

e, — 6r, «,-4>-/3, 

E,-fr'Y3, P.-Sr'/S. 

Far das regelmassige Sehnenviereck ist 

Ah'-Jff+ mi'- 2J0', 

d. i. 

(«.)'_ 2r', 

und bieraus findet man 

s^=.rl/2, t^-2r, 

die Formeln 6, 7, 8 u. s. w. geben dann 

s^ = r V2-y2, tg = 2r(V2 - 1), 

Cg - 8rV2-V"2, Mg - I6r (1/2 - 1), 

i'g = 2r« |/2, Ug - 8r»{v^- 1). 

Sebr leicht ist ferner die Seite des regelmassigen Se 

fiLufecks zu finden, wenn man von der Seite des Sehnenzeb 

ausgebt. Es ist namlicb dem TOrigen Paragrapben zufolg 

SohlSmllcb, QHtm. d. UsBeg I. 7. Anfl. 10 
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Seite des regelmassigen Zehnecks, mithin — AD — CD = a; — r 
:li der dortigen Bezeichnung, and Termoge des Wertes von x 

Hg. 1*6. Hieraua ergiebt sicb Sj sogleich, wenn 

,"><^ man berUcksichtigt, dass in voriger Figur, 

wo AB'-AB und AC =- AC, CO bis P 
verlangert tind B'P gezogen ist, die Gleich- 

^^^ CP.B'N^S'C.B'P 

stattfindet, welcbe nacb unaerer Bezeicb- 
nong in 

Qbergeht; vermoge des Weitea voii Si^ findet 




hieraus 




s,-i-r Flo-Si's, 


l,-2rV6-2V6, 


e,-frf 10-2^5, 


»,- 10rV6-2V6, 


Ganz ahnlich erhalt man 


V,-br'V6-2Vb. 


'w-i-'fyS-D, 


'•' ''V'~V' 


e,.-5r(V5-l), 


«.. 20r(/ J--, 


E„-^r'VlO-2Y6, 



Bemerkenswert ist noch eine Beziebung zwiscben s^, s,^ 
1 r; man bat namlicb 

W - (s,o)' --;->•' [(10 - 2 V5) - (5 - 2 1/6 + D] - >■<, 
s sicb leicbt in Worte fassen lasst. Hierans wird man leicbt 
e andere Eonstraktion filr das FQnfeck imd Zebneck ab- 
ten, indem man _______ _^ 

s,o-V''^+(a-»-)*-J r 
irst daistellb and mittelst der vorigen Beziebung s^ darans 
itimmt 



Kap, Vn. 



Rektifikation und Quadratiir des Kreises. 



§ 32. 
Die Bektiflkation des Kreises. 

Da der Halbmesser eines Kreises zur Bestimmung des letz- 
teren hinreicht, so folgt von selbst, dass auch der Kreisumfang 
seiner Grosse oder Lange nach voUkommen bestimmt sein muss, 
sobald der Radius gegeben ist; es mtissen demnach die Langen 
des Halbmessers und des Umfanges in einem gewissen Verhalt- 
nisse zueinander steben, dessen Ausmittelung die Rektifikation 
des Kreises genannt zu werden pflegt. Obgleich nun bei dieser 
Untersuchung die Schwierigkeit stattfindet, dass hier ungleicb- 
artige Grossen, namlicb eine gerade und eine krumme Linie, 
miteinander verglichen werden sollen, so bemerkt man docb 
leicht ein Mittel zur Losung der Aufgabe. Bescbreibt man 
namlicb in und um den Kreis regelmassige Vielecke von immer 
grosseren Seitenzablen, so schmiegen sich jene Vielecke oflfenbar 
um so genauer dem Kreise an, je grosser die Seitenzablen sind, 
und daher miissen die Umfange zweier regularen Vielecke von 
grossen Seitenzablen dem Kreisumfange ziemlicb nabe kommen. 
Wir woUen nun zuerst untersuchen, inwiefern diese, vorlaufig 
bloss nacb dem Augenscbeine gemacbte Bemerkung ricbtig ist, 
und wenden uns zu diesem Zwecke an die Formeln: 

2enUn 



Zunacbst ist leicbt zu seben, dass die Seite des regel- 
massigen Tangentenvielecks von n Seiten grosser als die Seite 
des zugeborigen Sebnenvielecks oder tn > Sn sein muss; denn 
setzen wir in der Formel 

10* 
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>'''-(f».)' 

e Wurzel rechter Hand die Grosse r, was ofFenbar niehr 
:r ursprilngliche Nenner ist, so haben wit 



= >'-?, d.l,.4>... 



[ieranB folgt weiter nt^^nSn, d. i. u,>^, dass also auch 
mfang des umscbriebenea regelmassigen n-Ecks grosser 
if Umfang dee eingescbriebeaen n-Ecks ist. Setzen wir 
n Nenner der ersten Formel in Nr. 1) fiir e, das zu grosse 
> fo%t 

2e,w, 2c. w, 

^+»ii M. + U, 

Tenn wir in derselben Formel im Nenner ao die Stelle 
n daa za kleine e„ setzen, 
2e.«. 



M!ii<Mfi oder Wn > «Sb. 

lenatzen wir ferner die Ungleichung 2) fflr die zweite 
bI in Nr. 1), so ist 

Can > e, Oder e„ < es„. 
fehrmals nacbeinander angewendet fUbren die Ungleich- 
1 3) und 4) za den Beziebungen 

Ms>Mli.>M4«> M8»--., 

Wenn man die Seitenzablen der regelmassigen 
enten- und Sehnenvielecke fortwahrend Terdop- 

so nebmen die Dmfange der ersten immer ab und 
er zweiten immer zu. 

^ie gross nun aucb die Seitenzabl eines Tangentenrielecks 
m6ge, so liegt dessen Umfang doch jederzeit ausserhalb 
[reises imd kaun folglicb nicbt auf einen blosseu Punkt 
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zusammenschrumpfen; die Abnahme des Umfanges kann daher 
auch nicht ins Unbegrenzte fortgehen, wie z. B. die Abnahme 
der Bruche -|-, -|-, -^y j^ u. s. w. Ebensowenig ist es moglich, 
dass die Zunabme der Umfange der Sehnenyielecke ins Unend- 
liche hinausgehe, wie z. B. bei den Zahlen 2, 4, 8, 16 u. s. w., 
weil der Umfang jedes Sehnenvielecks oflfenbar kleiner als der 
Kreisumfang sein muss, welcher letzlere, so unbekannt er auch 
ist, doch jedenfalls nur eine endliche bestimmte Grosse haben 
kann. Aus beiden Bemerkungen zusammen folgt zunachst: 
Die Umfange der Tangentenvielecke nahern sich durch 
Abnahme einer bestimmten Grenze, und ebenso nahern 
sich die Umfange der Sehnenvielecke durch Zunahme 
einer gleichfalls bestimmten Grenze. 

Nennen wir p den Grenzwert, welchem sich Un bei fort- 
wahrend wachsendem n n'ahert, und ebenso q den Grenzwert 
Yon Cny so ist weiter zu untersuchen, ob p und q voneinander 
yerschieden sind oder nicht. Nun ist aber nach der Formel 3) 
des vQrigen Paragraphen 

M« r 



und daran knupft sich folgende Bemerkung. Wenn der Kreis- 
umfang in n gleiche Teile geteilt wird, so kann ein solcher 
Teil so klein, als man es will, gemacht werden, wenn man 
nur die Anzahl n jener Teile hinreichend gross nimmt; das- 
selbe gilt um so mehr von der Sehne eines solchen Bogens, 
weil dieselbe kleiner als der Bogen ist; fiir unendlich wachsende 
n sinkt also s„ und noch mehr ~Sn unter jede angebbare Klein- 
heit herab und nahert sich der Grenze Null. Daraus folgt 
unmittelbar, dass l/^^— (-f^n)^ der Grenze Yr^ = r so nahe, 
als es beliebt, gebracht werden kann, imd wenn man nun zu 
den Grenzen selbst ubergeht, so verwandelt sich die vorige 
Gleichung in 

^-L 1 
q r ^ 

woraus q^ p folgt; in Worten heisst dies: Die Umfange 
der Tangenten- und der Sehnenvielecke nahern sich, 






■fll 
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jene durch Abnahme, diese durch Zunahme, einer ge- 
meinschaftliclien Grenze. 

Welche nun diese Grenze p sei, erhellt auf der Stelle, 
wenn man sich erinnert, dass derUmfang des Tangentenvielecks 
immer ausserhalb des Krei^es und der Dmfang des Sehnen- 
vielecks immer innerhalb des Kreises, oder umgekehrt der 
Kreisumfang zwischen jenen Umfangen liegt. Die gemein- 
schaftliche Grenze namlich, welcher beide Umfange zueilen, 
kann nur der Umfang des Kreises sein^ denn sonst miisste der 
unmogliche Fall eintreten, dass von irgend einer Stelle an der 
Kreisumfang nicht mehr zwischen jenen Umfangen enthalten 
ware. Hiermit sind wir zu der wissenschaftlichen Uberzeugung 
von der Richtigkeit des anfangs ausgesprochenen Gedankens 
gelangt und es bedarf jetzt nur noch der wirklichen Berech- 
nung zweier regelmassigen Vierecke von grosser Seitenzahl. 
Geht man vom Sechseck aus und berechnet der Reihe nach 

^6? ^'e; ^12; ^12? ^24; ^24 ^- ^- ^-j ®^ gelangt man zu folgenden 
Zahlen: 



n 


e« 


u„ 


6 


2r.3 


2r. 3,4641016 


12 


2r. 3,1058285 


2r 3,2153903 


24 


2r . 3,1326286 


2r . 3,1596599 


48 


2r. 3,1393502 


2r. 3,1460862 


96 


2r. 3,1410319 


2r . 3,1427 146 


192 


2r . 3,1414524 


2>-. 3,1418730 


384 


2r. 3,1415576 


2r. 3,1416627 


768 


2r. 3,1415838 


2r. 3,1416101 


1536 


2>-. 3,1415904 


2r. 3,1415970 


3072 


2r. 3,1415921 


2r. 3,1415937 


1144 


2r. 3,1415925 


2r . 3,1415929 


12288 


2r . 3,1415926 


2r. 3, 1415927 




u. s. w. 


/ 



Da der Kreisumfang p zwischen je zwei in einer Zeile 
nebeneinander stehenden Zahlen enthalten sein musS; so lassen 
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sich so genaue Grenzen fiir denselben angebeii; als man es nur 
wiinscht; so ist z. \i. 

l)>2r. 3,1415926, 
^<2r. 3,1415927, 

oder, wenn wir das Verhaltnis J- mit jr bezeichnen, auf sechs 
' 2r 

Decimalen genau 

5) p^2r,7c, jr - 3,1415926 .. . 

Die Zatl jc, welche hier vorkommt und das Verhaltnis 
zwischen dem Umfange und Durchmesser eines Kreises aus- 
driickt, pflegt man nach einem ihrer ersten Berecbner die 
Ludolphsche Zahl zu nennen; genauer ist dieselbe: 

6) ^n; « 3,14159 26535 89793 23846 . . . , 

was jedoch nur wissenschaftlichen Wert hat, da man fur prak- 

tische Anwendungen mit einer geringeren Zahl Decimalen oder 

355 
mit dem Verhaltnisse -:rj^9 welches in sechs Stellen mit dem 

llo 

Obigen ilbereinstimmt, voUkommen ausreicht. 

Will man umgekehrt aus dem Umfange eines Kreises 
seinen Durchmesser oder Halbmesser berechnen, so hat man 
als leichte Folge von Nr. 5 

7) 2r«-^, r«/- 
und dabei ist 

- = 0,31830 98861 83790 67153 • . . 

Setzt man in der Formel r ^ -~- an die Stelle von j? die 

Gradzahl von 360^ der Peripherie, so erhalt man auch r in 
Graden ausgedruckt, d. h. man bekommt statt r einen Bogen, 
welcher mit dem Halbmesser gleiche Lange besitzt; braucht 
man den Buchstaben q zur Bezeichnung dieses Bogens, so ist 

360« 180^ p;70i7/>i>ifr Q 

Q «^ arc -^ — = arc «• arc 57" 17' 44", 8. 



■fF^ ■-!' 
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. §33. 
Die Bektiflkation beliebiger Bogen. 

Da zwei Bogen eines und desselben Ereises gleichartige 
Grossen sind^ so lasst sich das Yerhaltnis derselben mittelst 
des Verfahreni^ auffinden, welches wir in § 14 zur Bestimmnng 
des Verhaltnisses zweier Geraden benutzt haben, und in der 
That wiirde man alles dort Gesagte hier wortlich und nur mit 
dem Unterschiede wiederholen konnen, dass man an die Stelle 
von „Gerade" das Wort „Kreisbogen" treten liesse. Weil 
ferner zu gleichen Bogen auch gleiche Gentriwinkel gehoren, 
so lassen sich die Gentriwinkel auf ganz dieselbe Weise be- 
handebi und ebenso oft voneinander wegnehmen als die ent- 
sprechenden Bogen; das Ergebnis muss daher bei dieser Ver- 
gleichung notwendig dasselbe wie bei der vorigen sein, und 
wir haben deshalb den Satz: Zwei Bogen eines und des- 
selben Kreises verhalten sich wie die zugehorigen 
Gentriwinkel. 

Nennen wir also b und /J zwei Bogen eines Kreises und 
Cy y die entsprechenden Gentriwinkel, so ist 

und daraus geht hervor, dass man die Lange jedes beliebigen 
zu y gehorigen Bogens j8 finden kann, sobald die Lange b eines 
bestimmten zu c gehorenden Bogens bekannt ist. Nach dem 
Vorigen kennen wir aber die Lange b fur den Pall c = 360^, 
denn in diesem Falle ist b «= 2rjr; mithin haben wir, wenn y 
in Graden ausgedriickt wird, 

und wenn wir hieraus /3 bestimmen, 

Die haufig vorkommende Rechnung nach dieser Formal 

wird am bequemsten ausgefiihrt, wenn man ein- fur allemal 

die Lange der B5gen von einem Grade, einer Minute und einer 

10 

Sekunde bestimmt, indem man fur y der Reihe nach 1^, 1' "= tt^ 

60 

10 

und 1" = TTWT^p: setzt ; man erhalt so 
ooOO 
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arc 10 = -^ r = r . 0,01746 32925 . . . , 

arc I' = ^^^ = r . 0,00029 08882 . . . , 
dO 

arc 1" = ^^ := r . 0,00000 48481 . . . 
bO 

Hieraus setzt man leicht die Lange jedes Bogens zu- 

sammen, der in Graden, Minuten und Sekunden gegeben ist. 

Behalten wir wie im vorigen Paragraphen die Bezeichnung 

180® 
arc -= Q bei, so gestaltet sich die Pormel 1) wie folgt: 

2) ^-^r, 

wo es am bequemsten ist, (> in Sekunden auszudriicken, namlich 
() = arc 206246", 8; verwandelt man auch den Centriwinkel y 
in Sekunden und dividiert darauf mit 206246,8, so erbalt man 
auf diese Weise gleichfalls die Lange des Bogens arcy^ was in 
manchen Fallen bequemer sein kann als das vorige Verfahren. 

§34. 

Die Quadratur des Ereises und beliebiger Ausschnitte 

desselben. 

Sowie sich die Umfange der regelmassigen Sehnen- und 
Tangentenvielecke dem Kreisumfange desto enger anschmiegen, 
je grosser die Seitenzahl ist, so kommen auch die Flachen der 
genannten Vielecke der Kreisflache immer naher. Zunachst er- 
hellt namlich sehr leicht, dass U2n<Un und JE2n>^n sein 
muss, weil die mit U2H bezeichnete Flache ganz innerhalb der 
Flachen Un und ebenso En voUig innerhalb der Flache E2n 
liegt; es finden daher auch hier die Beziehungen 

Un > t/2n > C4n > U^n • • • ; 
En < E2n < -Et„ < Esn • • • 

statt, welche eine successive Abnahme der umschriebenen und 
eine bestandige Zunahnle der eingeschriebenen Vielecksflachen 
beurkunden. Jene Abnahme kann aber ebenso wenig wie diese 
Zunahme ins Unbegrenzte gehen, da Un jedenfalls grosser und 
En ebenso entschieden kleiner als die Kreisflache bleiben muss. 
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und wir schliessen daraus^ dass sich I7„ durch Abnahme einer 
bestimmten Grenze nahern miisse und ebenso En durch Zu- 
nahme gleichfalls einer bestimmten Grenze. Um beurteilen zu 
konnen, ob diese beiden Grenzen verschieden sind oder nicht, 
benutzen wir die Gleichungen 5) und 4) in § 31, aus welchen 
sich ergiebt 

Vn r^ 

Lassen wir hier die Seitenzahl n unendlich wachsen, so 
kann s„ kleiner als jede noch so kleine angebbare Zahl werden, 
und daraus erhellt, dass sich der Quotient Un : En der Grenze 
1 nahert und dass mithin der Grenzwert von Un dem Grenz- 
werte von En gleich sein muss. Da die Flache des Kreises, 
welche K heissen moge, jederzeit zwischen Un und En ent- 
halten ist, so kann die gemeinschaftliche Grenze der Un und 
En von K nicht verschieden sein, weil es sonst eine Stelle geben 
miisste, von welch er ab K nicht mehr zwischen En und Un lage. 

Nach diesen Bemerkungen ist es sehr leicht, eine Formel 
fur den Placheninhalt des Kreises zu entwickeln; aus der 
Gleichung C/„ «=-2-rw^„ = rw„ folgt namlich, wenn man n ins 
Unendliche zunehmen lasst und berucksichtigt, dass sich w„ 
der Grenze 2r7t und Un der Grenze K nahert, 

1) K^^r,2r%^r^n^ 

was man in folgendem Lehrsatze aussprechen kann: Die Flache 
eines Kreises ist gleich der Flache eines Dreiecks, 
welches den Kreisumfang zur Grundlinie und den 
Kreishalbmesser zur Hohe hat. 

Da sich ein Dreieck leicht in ein Quadrat von gleicher 
Flache verwandehi lasst, so ist jetzt auch die Aufgabe gelost: 
„den Kreis in ein flachengleiches Quadrat zu verwandehi", 
welche man die Quadratur des Kreises zu nennen pflegt. Be- 
zeichnen wir mit q die Seite dieses Quadrates, so muss (^^r^%^ 
also q^r Yn sein und dabei in Zahlen 

y%^ 1,77245385090551602729. 

Um die Flache eines Kreisausschnittes, d. h. einer von 
zwei Halbmessem und einem Bogen des Kreises begrenzten 
Figur, zu finden, bedarf es vorerst der Bemerkung, dass em 
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solcher Sektor durch den Centriwinkel, welchen die beiden 
Halbmesser einschliessen^ yollkommen bestimmt ist^ oder dass 
zu gleichen Centriwinkeln in einem und demselben Kreise immer 
gleiche Kreisausschnitte gehoren. So oft sich also zwei Centri- 
winkel voneinander wegnehmen lassen, ebenso oft kann man 
den einen Sektor von dem andern wegnehmen, und hieraus 
schliesst man leicht, dass die Vergleichung zweier Sektoren das 
namliche Resultat geben muss, wie die Vergleichung ihrer 
Centriwinkel, oder dass sich ip demselben Kreise zwei Sektoren 
ebenso wie ihre Centriwinkel verhalten. Nennen wir S die 
riache eines mit dem Centriwinkel y^ versehenen Sektors und 
berucksichtigen, dass dem Centriwinkel 360^ der Sektor r^jc, 
namlich der ganze Kreis entspricht, so ist 

und daraus folgt unmittelbar 

"^^ 360 

oder, wenn die Gleichung ^^ ^ = ^ aus § 33 hiermit verbun- 

den wird, 

3) 5 =. f ^r, 

d. h.: Die Plache eines Kreisausschnittes ist einem 
Dreiecke gleich, welches den Bogen des Sektors zur 
Grundlinie und den Halbmesser desselben zurHohehat. 

Setzt man statt B den Wert — r, wie wir in der Pormel 

Q 

2) § 33 gefunden haben, so ist noch 

4) ' - 1/' 

Will man z. B. denjenigen Sektor, dessen Flache gleich 
dem Quadrate des Kreishalbmessers ist, so muss S = r^, also 
y = 2(> = 114«35'29",6 sein. 

Ein paar Anwendungen, welche sich noch von der Formel 
1) machen lassen, sind folgende: Um einen und denselben 
Mittelpunkt seien mit den Halbmessern r und q Kreise be- 
schrieben, so ist die von ihnen eingeschlossene ringformige 
Plache F 
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F = r^n — Q^n = (r* — q^)% 

- [l/(r + p)(r-9)K 

also gleick der Flache eines Kreises, der den Halbmesser 

Y{r + Q){r'-'Q) besitzt, oder dessen Halbmesser die mittlere 
Fig^26. Proportionale zwischen der Summe und Difife- 

renz der beiden Halbmesser des Ringes aus- 
macht. BN ist, senkrecht auf AB^ der 
\^ Halbmesser dieses Kreises, weil BN die mitt- 
lere Proportionale zwischen BD = r + (> nnd 
BA = r — Q sein muss. 

Beschreibt man mit den drei Seiten a, &, c eines recht- 
winkligen Dreiecks, als Halbmesser genommen, Kreise, so sind 
die Flachen der letzteren a^TC^ Vn, (?n\ dem Pythagoraischen 
Satze zufolge ist aber, wenn c die Hypotenuse bezeichnet, 
c^«=a^+6*, mithin auch (?n^ ci(^% -\-l[?%^ d. h. der mit der 
Hypotenuse beschriebene Kreis ist so gross, als die mit den 
Katheten beschriebenen Kreise zusammen. Dasselbe gilt, wie 
man leicht bemerken wird, ebenso, wenn man die drei Seiten 
eines rechtwinkligen Dreiecks nicht zu Badien, sondem zu 
Durchmessem dreier Kreise nimmt. 

§ 35, 

NSherungskonstruktionen zur Bektiflkation 
und Quadratur des Kreises. 

Da sich mit Hilfe der boheren Mathematik nachweisen 
lasst, dass eine geometrische Konstruktion, welche den Umfang 
oder die Flache eines Kreises in voUiger Genauigkeit angabe, 
nicht moglich ist, so muss man sich damit begntigen, solche 
Konstruktionen aufzufinden, mit deren Hilfe naherungsweise der 
Umfang eines Kreises in eine Gerade oder seine Flache in ein 
Quadrat verwandelt werden kann. Wie man zu solchen Kon- 
struktionen kommen kann, zeigen die nachfolgenden Ent- 
wickelungen. 

a) Man findet leicht: 

9+_^- ^ 15^8203_9 ^ 3^^^jg^^^^ 
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was von tc nicht sehr verschieden ist, so dass man also naherungs- 
weise die Peripherie 

1) p g— 2r g— d 

setzen kann, wenn d den Durchmesser des Kreises bezeichnet. 

Dies fiihrt unter der Bemerkung, dass die obige Gleichimg iden- 

tisch ist mit , 

p-id + jrd + m'^' + iirdy, I 

zur folgenden Konstruktion: Man teilt den Durchmesser d in 
funf gleiche Teile und zeichnet ein rechtwinkliges Dreieck, 
dessen Katheten ^d und ^d sind, so ist der Umfang dieses 
Dreiecks nach gleich dem Umfange des gegebenen Kreises. 
Umgekehrt folgt aus der Gleichung 1) 

Oder endlich 

Will man also den Durchmesser desjenigen Kreises auf- 
suchen, welcher einen gegebenen Umfang p hat, so konstruiert , 
man ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten |-jp und ^-p 
sind, zieht die Hypotenuse dieses Dreiecks von p ab und ver- 
grossert den Rest um seinen vierten Teil, so ist dieser ver- 
grosserte Rest nahe gleich dem gesuchten Durchmesser. 

b) Etwas weniger genau ist die folgende Konstruktion, 
welche sich aber dadurch auszeichnet, dass man sie mit einer 
und derselben ZirkeloflBaung ausfiihren p. ^^^ 

kann. Man legt namlich eine Tangente A 

DJ? an den Kreis und durch den Be- /^ *^\ 
ruhrungspunkt einen Durchmesser AB, I \^ \, 
Aus dem Punkte B schlagt man mit X/' /! I ^> 

dem Halbmesser BC einen Bogen, welcher ' s^; -^ i I^JF 

den Kreis in F schneidet, femer aus F \L^-'^ 

c 

wieder einen gleichen Bogen, der den 

vorigen in G trifiPt; die Punkte C und G verbindet man durch 
eine Gerade, welche die Tangente in D kreuzt. JNimmt man 
jetzt von D aus die Strecke T>F gleich dem dreifachen Halb- 
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messer des Kreises und zieht AE^ so ist diese Gerade 
nahe gleich dem halben Kreisumfange. Man hat namlich, 
well BCD die Halfte eines gleichseitigen Dreiecks ausmacht, 

BD^^CD^ry\^\ry\2, BE ^^r -- ^r^^, mii\m 



2£' = ^ . 12r2 + (3 - f |/12)V* 

^J5; = rKl3f-Vl2 

oder numerisch berechnet, 

^J5;=r. 3,1415333, 

oder beinahe AE ^ r ,% 

c) Eine Konstruktion zur Quadratnr des Ereises ergiebt sicb 
aus der Bemerkung, dass l/30 +yi50 = 17,7246743, also nicht 
sehr verschieden von 10 }/ n ist. Die Seite q eines Quadrates, 
welches mit dem Kreise gleichen Flacheninhalt besitzt, wird aber 
bekanntlich durch r^/jr ausgedruckt, daher ist naherungsweise 



\,2r7t 



fp. 



/— r 



oder 



^ = rl/^=j^(l/30+yi50) 



was sich folgendermassen konstruieren lasst: Es sei AB der 
Durchmesser des gegebenen Kreises und im Mittelpunkte C 

stehe eine Gerade GH senkrecht auf -45; man 
teile den Halbmesser AC m fOnf gleiche Teile, 
wovon AD zwei sein mogen, man halbiere 
femer 5 C in J? und mache BF^^BE. Be- 



Fig. 12S. 




\ 



_\J schreibt man uber DE einen Halbkreis, wel- 
cher GHm G schneidet, und ebenso fiber AF 
einen Halbkreis, welcher GH m H trifft, so 
ist GH nahe gleich der Seite desjenigen Qua- 
drates, welches mit dem Kreise gleiche Flache besitzt. 

d) Erinnert man sich, dass, wenn q^^r^% gesetzt wird, 



sein muss, so kann man auch dadurch zur Quadratur des Kreises 
kommen, dass man erst dien halben Umfang des Kreises (-|-i>) 
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konstruiert (z. B. nach b) und darauf zwischen -j-p und r die 
mittlere Proportionale sucht. 
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NSherungsformeln fiir die Ludolphsche Zahl. 

Da der Umfang eines init dem Radius r = 1 beschriebenen 
Kreises 27t Langeneiiiheiten und seine Plache 3t Flacbenein- 
heiten zahlt, so kann man bei der Berechnung der Ludolpbschen 
Zahl ebensowobl von den Perimetern als von den Inhalten der 
ein- und umgeschriebenen Vielecke ausgehenj in jenem Falle 
betrachtet man 27t als den Grenzwert von €n und Wn? i^ diesem 
Falle 7t als gemeinschaftliche Grenze von En und Z/^. Die letz- 
tere Berechnungsweise wollen wir noch zeigen und dabei die 
Grenzen, zwischen denen Jt liegt, so eng als moglich ziehen. 

Um den bekannten Formeln 

•^2w = yEnUn, TJ^n = ~^ , 77 

eine bequemere Gestalt zu verleihen, bezeichnen wir die rezi- 
proken Werte von E und U mit J?' und U\ setzen also 

— -*-' ny jj ^ n 



E ' TI 

und erhalten auf diese Weise 



Lassen wir an die Stelle des geometrischen Mittels das 
grossere arithmetische Mittel treten, so gehen die vorigen Be- 
ziehungen in die folgenden iiber: 

E',„<\ {E'„ + U'„), f7', , - \- (E\ „ + U'„) , 

oder wenn TJ'n fiir den Augenblick — a und £'„ = a-\- d ge- 
setzt wird, 

d. i., indem man fiir E'^n rectter Hand das zu grosse a + \-d 

nimmt, 

E'in<a + ^d, U'in<a + \d. 
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Auf gleiche Weise hat man weiter 

und, indem man liberall die zu grossen Werte einsetzt, 

Aus den Beziehungen 

findet man nach demselben Verfahren 

E^sn<a+^d + ^d+^^d, 
U^9n<a + ^d + ^d+^d. 

Indem man auf diesem Wege bis zur gemeinscbaftlichen 

Grenze von .B' und U', namlich bis zu — fortgeht, erhalt man 

die Ungleichung 

1 



7t 



<a + ^d+^d + ^d + ^,d + 



und durch Summierung der Reihe x + iV H 

— <a + ^d, 
Vermoge der Bedeutung von a und d ist dies soviel wie 

oder wenn man die Werte von JSi\ und l]\ einsetzt und um- 
kehrt, 

Eine analoge Ungleichung ergiebt sich aus den Gleich- 
ungen 1), wenn man das arithmetische Mittel durch das kleinere 
geometrische ersetzt; es ist dann 

E\. = V'WjFn, V'2n > VE'2n U'„ 

oder, wenn man die Logarithmen ninunt, 

log E'2„ = !-(% E'„ + log U'„), .log V\„ > ^{logE'^n + log V'„). 

Bezeichnet man Hberhaupt logE' mit £", so kann man die 
Beziehungen 
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auf gleiche Weise wie die frfiheren behandeln. Man 

namlicli fur V"„ - a, E"„ -a + S 

E"i^ = a-\--\- 6, V'\n > a + -i- <*, 

E'Un > « + f <^ + 'l-S, V'U„ ><x + i-S + -^$ 
u. s. w, 

der genieinscliaftliclie Grenzwert iat 



""(i)' 



a>«H 



Setzt man die Werte von k und $ wieder ein, rtSinl 

d — logE\ - log TJ'„ = log {-^j 

und geht von den Logaritlimen zu den Zahlen zuriicb, s 

halt man 

3) n<pE^U^\ 

Mit einer geringen Anfopferung von Genauigkeit 1 
sich die Ungleicliungen 3) und 3) so nmwaudeln, dass sie 
bequeme und grosse Am^herung gewahrende Formel lii 
wie noeli gezeigt werden soil. 

Setzt man zur Abkiirzung in Nr. 2) 

^'~ -^" ° g mithin f7„-E„(l + |}, 
so erhalt man 

'] . ""'•^- 

Es ist nun identisch fiir jedea beliebige S 

1+g .. .... 6^ . 

dnrch 'Weglassung des positiven letzten Summanden re 
Hand wird die rechte Seite kleiner, folglich 

and um so mehr nacb Mr. 4) 
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a>^„(i+-i-|--|-r;, 

d. i. vermoge des Wertes von § 

Setzt man zweitens in Nr. 3) 

** jj — ' ^ ri mithin E^ « ?7» (1 — iy), 

SO erhalt man 

6) %<Un f^l^. 

Fiir jede beliebige Grosse I gilt nun die identische Gleichung 

S + T(l-e)'(5 + 6? + 3£2+g») 
==l-^(l-g^)--|-(l-g3)^ 

und im speciellen Falle eines positiven echt gebrochenen § sind 
die beiden links stebenden Summanden positiv. L'asst man. 
unter dieser Voraussetzung den zweiten Summanden weg, so 
wird die linke Seite kleiner, daber 

oder fur g-^f^l— i^, wobei ri gleicbfalls ein positiver ecbter 
Bruch sein muss. 

Die Bedingung < ?? < 1 ist in Nr, 6) erfuUt wegen 

^ « 1 — — ? und En < Un, 

Un 

daher folgt 

„<u„{i-i-v-i-v') 

oder nacb der Bedeutung von i] 

Un 

Giebt man den Ungleicbungen 5) und 7) die Formen 
^> ^(2U„ + JE„) - ^■ ^^''~^'''^\ 

^ < -3- (2 C/n + En) — -§ Jj — ^^— ; 

so bemerkt man, dass rechter Hand die Minuenden tiberein- 
stimmen und dass bei einigermassen grossen n die Subtrahenden 
sehr wenig betragen; es ist daher 
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8) naherungsweis « ■= 4" (^ ^o + -'^n)- 

Beispielsweis ergebeo sich aus £^ ■= 2, f^ -= 4 die 
^8 -2,82842712 U^ -3,3137 0849 

E,, = 3,06146745 U,^ = 3,18259787 

Ess =3,12144515 U^^ -3,1517 2490 

^6, = 3,13654849 U^^ - 3,1441 1838 

£,28 = 3,1403 31 15 E7,jg = 3,1422 2362 

Nacb Nr. 8) hat man also i^erangsweis 

ir - f (2 [/,j8 + Eijs) - 3,1415 9280, 
was bei Abkiirzimg auf seeks Decimalen in ebenso viel 
riehtig ist. 



